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PRAEFATIO 



Detectis legibus motus plane larum licpleri ingenio non defue- 
runt subsidia ad singulorum plane tar urn elcmcnta ex obseruatioiu- 
bus eruenda. Tycho Brahe, a quo astronomia practica ad fasti- 
giura aiitea ignotum euecta erat, cunctos planetas per longam an- 
iiorum seriem summa cura tantaque perseuerantia obscruauerat, vt 
Keplero talis thesauri dignissimo heredi seligendi tantummodo cura 
restaret, quae ad scopum quemuis propositum facere viderentur. 
Nec raediocriter subleuabant hunc laborem motus planetarum me- 
dii summa iamdudum praecisione per obseruationes antiquissimas 
determinati. 

Astronomi, qui post Keplerum conati sunt planetarum or* 
bitas adtumento obseruationum recentiorum vel perfectiorum adhuc 
accurattus dimetiri, iisdem vcl adhuc maioribus subsidiis adiuti 
sunt. Neque enim araplius de elcmentis plane incognitis elicien- 
dis agebatur, sed nota leuiter tantum corrigenda arctioribusque li- 
mitibus circumscribenda erant. 

Principium grauitationis vniuersalis a summo Newton dete- 
ctum cainpum plane nouum aperuit, legibusque iisdem, quibus 
quinque planetas regi Kepler expertus fuerat, leui tantum muta- 



iv PRAEFATIO 

tione facia omnia corpora coelcstia nccessario obsequi debere edo- 
cuit, quorum quidem mot us a vi Solis tantum modereiitur. Scili- 
cet obsoruatioiium tcstimouio fie t us Kepler euiusuis plauctae orbi- 
tam ellipsem esse promniciauerat, iu qua areae circa Solem, focum 
altcrum ellipsis occupantcm, vniformitcr describantur, et quidem 
ita, vt tempora reuolutionum iii ellipsibus diuersis sint in ratioue 
sesquialtera semiaxiuin maiorum. Contra Newton, principio gra- 
vitationis vniuersalis posito, a priori deraonstrauit, corpora omnia 
a Solis vi attractiua gubernata in scctionibus conicis moueri debere, 
quarum quidem speciem vnam, ellipses puta, plane tae nobis ex- 
hibeant, dum species reliquae, parabolae et hyperbolae, pro aeque 
possibilibus haberi debeant, modo adsint corpora Solis vi velocitate 
debita occurrentia; Solem semper focum alterum sectionis conicae 
tenere; areas, quas corpus idem temporibus diuersis circa Solem 
describat, his temporibus proportionales, areas denique a corpo- 
ribus diuersis, temporibus aequalibus, circa Solera descriptas, esse 
in ratione subduplicata semiparametrorum orbitaruin: postrema ha- 
rum legum, in motu elliptico ciun vltima Kcpleri lege identica, 
ad inotum parabolicum hyperbolicurnque patet, ad quos haecce ap- 
plicari nequit, rcuolutionibus deficientibus. Iam Hlum repertuin, 
quo ducente labyrhilhum motuum cometarum antea inaccessum in- ' 
gredi licuit. Quod tam fehciter successit, vt omnium cometarum 
inotibus, qui quidem accurate obseruati essent, exphcandis suffi- 
ceret vnica hypothesis, orbitas parabolas esse. Ita systema graui- 
tationis vniuersalis nouos ajialysi triumphos eosque splendidissimos 
parauerat; cometaeque vsque ad ilium diem semper indomiti, vel 
si deuicti videbantur mox seditiosi et rebeJies, firena sibi iniici 
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passi, atquc cx hostibus liospites redditi, iter suuni in tramiti- 
bus a calculo deliiicalis prosequuti sunt, iisdem quibus planetae le- 
gibus aeternis religiose obtemperantes. 

lam in detcrminandis coinetarum orbitis parabolicis ex ob- 
seruatioiiibus dilncultates suboriebantur longc raaiores, quam in de- 
terminandis orbitis ellipticis planetarum, indu potissimum, quod 
comelae per breuitis temporis interuallum visi dulectum obserua- 
lionum ad Jiaec vel ilia imprimis coinmodamm uon concedebnul, 
sed iis vti geometrani cogcbant, quas fors. obtulerat, ita vt inetho- 
dos speciales in calculis planclarum adhibitas vix vmquam in vtum 
vocare licueril. Magnus ipse Newton, primus saeculi sui geome- 
tra, problematis dilrtcultatem haud dissimulauit, attamen, ceu ex- 
spectari poterat, ex hoc quoque certamine victor euasit. Multi 
post Ncwtoniun geometrae eidem problemati operam suam nauaue- 
runt, varia vtique for tuna, ita tamen, vt nostris teinporibus pa- 
rum desiderandum relictum sit. 

Verum ehim vero non est praetermittendum, in hoc quoque 
problemate peropportune ditficultatem dimiiiui per coguitionem 
vnius clcjnenti sectionis conicae, quum per ipsam suppositionem 
orbitae parabolicae, axis inaior infinite raagnus statuatur. Quippe 
omnes parabolae , siquidem situs negligatur , per solani maiorem mi- 
noremue distantiam verticis a foco inter se (Ufferunt, dum sectiones 
conicae generalitcr spectatae varietatem infinities maiorem admit- 
tant Haud equidcm ad er at ratio sufficiens, cur cometarum traie- 
ctoriae absoluta praecisione parabolicae praesumerentur : quinpotius 
infinite parum probabile censeri debet, renim naturam vnquam 
tali suppositioni annuisse. Attameji quum constarct, phaenomena. 
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corporis coelestis in ellipsi vcl hyperbola incedcntis, cuius axis maior 
perraagnus sit ralione paramelri, prope perihclium perparum discre- 
pare a motu in parabola, cui cadem verticis a foco distantia, dif- 
ferentiamquc co leuiorem euadere, quo maior fuerit ilia ratio axis 
ad paramctrumj porro quum experientia docuisset, inter mo turn 
obscruatum inotuinquc in orbita parabolica coinputatum vix vin- 
qiiam maiores differentias remanere, quam quae ipsis obseruatio- 
num erroribus (hie plerumque satis notabilibus ) tuto tribui 
potcraut : astronomi apud parabolam subsistendum esse rati 
sunt. Recte sane , quum oinniiio tleessent subsidia , c n tubus, 
nutn vllae quantaeue differentiae a parabola adsint, satis certo colli- 
gi potuisset. Excipere oportet cometam celebrem Halleyanum, qui 
ellipsem valde oblongam describcus in reditu ad perihelium plu- 
ries obseruatus tempus periodicum nobis patcfecit: tunc autem 
axi maiori inde cognito computus reliquorum clementorum vix 
pro difficiliori habendus est, quam detenninatio orbitae paraboli- 
cae. Silentio quid em praeterire non possumus, asfronomos etiam 
in nomiullis aliis cometis per tempus aliquanto longius obscrua- 
tis determinationem aberrationis a parabola tentauisse: attaincn 
omnes methodi ad hunc Rnem propositae vel adhibitae, innitun- 
tur supposition!, discrepantiam a parabola baud considerabilein es- 
se, quo pacto in illis tentaminibus ipsa parabola antea iam compu- 
tata cogmtionem approximatam singulorum elementorum (praeter 
axem maiorem vel tempus reuolutionis inde pendens) iam subrai- 
nistrauit, leuibus tantum mutationibus corrigendam. Praeterea f*. 
tendum est, omnia ista tentamina vix vnquam aliquid ccrti deci- 
dere valuisse, si forte cometam aimi 1770 excipias 
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Quaniprimum motum planetac noui aimo 1781 detecti cum 
hypothesi parabolica conciliari won posse cogiiituin est, astronomi 
orbitam circularem illi atlaptare inchoauerunt, quod negotium per 
calculum perfacilem ac sijnplicem absoluitur. Fausta quadam fortu- 
11a orbita huius planetae mediocriter tantum excentrica erat, quo 
pacto elemenla per suppositionera iilatn eruta saltern appro ximatio- 
ncm qualemcunque suppeditabant, cui dein detcrminationem elc- 
inentonuu ellipticorum superstrucrc licuit. Acccdebant plura alia 
peropportuna. Quippe tardus plaiictae raotus, perparuaque orbilae 
ad planum ccb'plicae iuclinatio 11011 solum calculos loilge shnplicio- 
res reddebaut, metliodosque speciales aliis casibus haud arcomnio- 
dandas in vsum vocaxe concedebant, sed raetum quoque dissipa- 
bant, ne planeta radiis Sons immersus postea quacritantium curas 
eluderet, (qui metus alias, praesertim si insuper lumen minus vi- 
uidum fuisset, vtique animos turbarc potuissct), quo pacto accura- 
tior orbitae determinatio tuto differri poterat, donee ex obseruatio- 
nibus frequentioribus raagisque rcmotis eligere liceret, quae ad 
propositum maxime commodae viderentur. 

In omnibus itaqne casibus, vbi corporum coelestium orbitas 
ex obseruationibus deducere oportuit, commoda aderant quaedain 
haud spernenda, methodorum specialium applicationem suadentia 
vel saltern permittentia, quorum commodorum potissimum id erat, 
quod per suppositions hypotheticas cognitionem approximatam quo- 
rundam elementorura iamiam acquirere licuerat, antequam calculus 
elementorum cllipticorum susciperetur. Nihilominus satis mirum 
videtur, problema generate 

Determinate orbitam corporis coelestis, absque omni supposition* 
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liypot/ietica, ex obseruationibus tempus haud magnum complectenttbus ne- 
que adeo defectum, pro applicatione methodomm special ium, patientibus 
vsquc ad iiiitium huhis saeculi penitus propcmodum neglectum esse, 
vcl saltern a nomine serio ac digue tractatum, quutn certe thcore- 
ticis propter difricultalem atque elegantiam sesc commendarc po- 
tuisset, etiainsi apud practicos de summa cius vtilitale nonduni 
constaret. Scilicet inualucrat apud omiies opinio, impossibilem esse 
lalein deterininationcm complclaui ex obseruationibus breuiori tem- 
poris intcruallo inclusis, male sane fundata, quum nunc quidem 
certissimo iam cuictum sit, orbitain corporis coclestU cx obserua- 
tionibus bonis paucos tantummodo dies complectcntibus absque vlla 
suppositionc hypothctica satis approximate iam detcrminari posse. 

Incidcram in quasdam ideas, quae ad solutionejn problems 
tis magni de quo dixi facerc videbanlur, mouse Septcmbri a. 1801, 
tunc in labore plane diuerso occupatus. Haud raro in tali casu, 
ne nimis a grata inucstigatione distrahainur, neglectas interirc si- 
itiinus idearuin associalioncs, quae attentius exaniinalae vberrimos 
fructus ferre potuissent. Forsan et illis ideolis eadem fortuna in- 
stabat, nisi peropportuno incidisscnt in tempus, quo nullum sane 
faustius ad illas conseruandas atque fouendas ebgi potuissct. Scili- 
cet eodem circiler tempore rumor de plane ta nouo Ian. 1 istius anni 
in specula Panormitana detecto per omnium ora volitabat, moxque 
ipsae obseruationes inde ab epocha ilia vsque ad 11 Febr. ab astro- 
nomo praestantissimo Fiazzi inslitutae ad notiliam pubbcam pcr- 
uenerunt. Nulbbi sane in annalibus astronomiae occasionem tain 
grauem repcrimus , vixque grauior excogitari posset, ad dignitatem 
istius problematis luculentissime ostendendam, quam tunc in tanto 
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discriiuine vrgcnlrqiie necessitate, vbi onmis spes, atomum plane- 
lariam post anauin fere elapsum in coelis inter innumeras stelkdas 
reinueniendi , vnice pendebat ab orbitae cognitione satis approxi- 
inata, sobs illis pauculls obseruationibus superstruenda. Vinquamne 
opportunity experiri poluissem, ecquid valeaiit ideolae meae ad 
vsuin practicuin, quain si tunc istis ad detcrniinationem orbitae Ce. 
reris vterer, qui planeta inter 4* nlos dies geoceu trice arcuin trium 
tantuininodo graduum descripscrat, et post aiuium claps uin in coeli 
plaga longissune illinc remota indagari debebat? Prima baecce me- 
tliodi applicatio facta est mense Oct. 1801, priniaque nox serena, 
vbi planeta ad normam numerorura inde deductoruin quacsitus est*), 
transfugam obseruationibus reddidit. Tres alii planetae noui inde 
ab illo tempore detecti, occasioncs nouas suppeditauerunt, inetho- 
di efficaciam ac generaUtatem examinandi et comprobandi. 

Optabant plures astronomi, statim post reinuentiouem Cere- 
ris, vt methodos ad istos calculos adbibitas pubbci iuris facerem; 
verum obstabant plura, quominus amicis hisce sollicitationibus tunc 
morem gererem: negotia aba, desiderium rem aliquando copiosius 
pertractandi, unprimisque expectatio, continuatam in hac disquisi- 
tione occupationem varias solutionis partes ad maius generabtatis, 
simpbeitatis et elegantiae fastigium euecturam esse. Quae spes quum 
me haud fefellerit, non esse arbitror, cur me huius morae poeni- 
teat. Methodi enim ab initio adbibitae identidem tot tantasque 
mutationes passae sunt, vt inter modum, quo obm orbita Cereris 
calculata est, institutioneraque in hoc opere traditam vix vllum 
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siinihtudiius vestigium rcmaiiserit. Quamquam vero a proposito 
meo alicmim esset, de cuiu tis his disquisitionibus paullatiin magis 
magisquc perfectis narrationein completam perscribere, tamen in 
pliiribus ocoasionibus, praesertim quoties de problemate quodani 
gvauiori agebatur, methodos anteriores quoque baud omnino sup- 
primendas esse censui. Quia potius praeter problcinatum principa- 
lium soluliones plurima, quae in occupatione satis longa circa mo- 
lus corporum coelestiuin in sectionibus conicis vcl propter elegan. 
tiam analyticam vel imprimis propter vsum practicum attentione 
digniora se mihi obtulenmt, in hoc opere exscquutus sum. Sem- 
per tamen vel rebus vel methodis mihi propriis maiorem curam 
dicaui, nota leuiter tan turn, quatenusque rerum nexus postulare 
videbatur, attingens. 

Totum itaquc opus in duas partes diuiditur. Li Libro pri- 
mo euoluiuitur relationes inter quantitates, a quibus motus corporum 
coelestium circa Solcm secundum liepleri leges pendet, et quidein 
in duabus primis Sectionibus relationes eae, vbi vnicus tantum lo- 
cus per se consideratur, in Sectione tertia et quarta vero eae, vbi 
plures loci inter se conferuntur. lllae continent cxpositionem me- 
thodorum turn vulgo vsitatarum, turn potissiinum aliarum illis ni 
Pallor ad vsum practicum longe praeferendarum, per quas ab de- 
mentis cognitis ad phaenomena descenditur; hae problemata multa 
grauissima tractant, quae viam ad operationes inuersas sternunt. 
Scilicet quuin ipsa phaenomena ex artificiosa intricataque quadam 
romphcatione eleinentorum coinponantur, hanc tcxturae rationem 
pemtius perspexisse oportet, aiitequam filorum expUcationem ope- 
risque in elementa sua resolutionem cum spe successus suscipere li- 
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ceat. Comparantur itaque in Libro primo instruinenta atque sub- 
sidla, per quae dein in Libro altero arduuin hoc negotium ipsum 
pcrficitur: maxima laboris pars tunc iam in eo consistit, vt ilia sub- 
sidia rite colligantur, ordine apto cHspoiiaiitur ct in scopum pro- 
positum tlirigaiitur. 

Problemata grauiora ad maximam partem per exempla ldo- 
nea illustrata sunt, semper quoties qnidem licuit ab obseruatiom- 
bus non fietis desumta. Ila non solum methodorum efficaciae ma- 
ior fiducia conciliabitur, vsusque clarius ob ocidos ponetur, sed id 
quoque cautujn iri spcro, vt nee minus exercitati a studio harum 
rerum deterreantur, quae procul dubio partem foccundissimam et 
pulcherrimam astronomiae tJicorieae coustitumit. 

Scripsi Gottingac d. 28 Martii 1809. 
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RELATIONES GENERALES INTER QVANTITATES PER 
QVAS CORPORVM COELESTIVM MOTVS CIRCA SOLEM 

DEF1NIVNTVR. 



SECTIO PRIMA 

Rtlationes ad locum simplicem in or bit a $pectcuites. 

■ 

i. 

Corpornm coclestium motus in hoc opcrc ealcnus tantum considcrabimus, qua- 
femis a Soli* yi attractiua giibcrnantur. Excluduntur itaque ab institute nostro 
omnes planetae sccundarii, excluduntnr perlurbationos , qua* primarii in sc inui- 
cem cxercent, cxcluditur omnia motus rotatoria*. Corpora mota ipsa vt punrta 
mathematica spectamns, motusquc omncs ad normam lcguin sequenliuin fieri sup- 
ponimus , quae igilur pro basi omnium disquisilionum in hoc opcrc sunt hahendnc. 

I. Motus <uiimiis corporis cod m lis pcrpeluo lit in codem plmo, in quo si- 
inul centrum Sob's est siluin. 

II. Traicctoria a corporc dcscripU est scclio conica fociiin in ccntro Soli* 

li&bcns. 

III. Mollis in ista traicctoria fit ita, vt areac spationim in diucrsis teinpo- 
nim intcruallis circa Solcni dcscriploruni hiscc intcruallis ipsis sinl proportionates. 
Tcmporibns igitxxr ct spatiis per numeros express , spatium quoduis per tcuipu* 
intra quod describilur diuisum qnoticntcm inuariabilcm Mippcditat. 

IV. Pro corporibus diuersis circa Sriem se moucntibus liorum quoticnlium 
quadrnta sunt in rationc iuuersa parainetroruin orbilis respondentia™, atque aggre- 
gatonnn massac Sobs cum mas-sis corporum molorutn. 

Drsignamlo itnque per aj> paramelrum orbilae, in qua corpus inecdit , per// 
ijuuntilalem matcriac huius corporis (posila massa Solis =1), per \g aream quam 
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t circa Solem dcscribit, erit ~J^]T}fj7+jiiT numerus omnibus cor- 
coelesdbus constans. Quum igitur nihil intermit, quonam corpore ad valo- 
rem huius mimcri dcterminandum vtamur, e motu terrae cum depromcmus , cuius 
disiantiam mediam a Sole pro vnitate dislantiarum adoptabimus: vnilas temporum 
semper nobis crit dies mcdius solaria. Dcnotando porro per a rationem circuinfe- 
vcutiac circuli ad diamctrum, area ellipsis infegrac a terra descriptae manifesto 
erit *V / Pj quae igitur poui debet —\g, si pro t accipitur anuus siderabs, quo 

pacto constans nostra fit = — . Ad valorem numericum huius constan- 
cy 7 ^ +/*) 

h*s, in sequentibus per k denotanchic, explorandum , statucmus, secundum noiussi- 
mam detcrmiuationcm , annum sidcralcm siue t =. 365,2505855, massam tcrrac 

tt = — ^ = 0,000002819a , vndc prodit 

log 2 IT 0,-981-9868* 

Compl. log* 7 v i."> 7 10218.12 

Compl. log y'( l +/*) 9>9999995878 

log k 8,25558 1 4+ 1 4 

i= 0,01720909895 



Leges modo expositac ab iis, quas Keplcrus noster detcxit, aliter non dif- 
ferunt, nisi quod in forma ad omnia scclionum conicarum genera palente cxhibitae 
sunt, actionisque corporis moti in Solcm, a qua pendet factor v 7 {i+ju), ratio est 
habita. Si has leges tamquam pbaenomcna ex innumcris atquc indubiis obscruatio- 
nibus depromta consideramus , geomctria dorebit, qualis actio in corpora circa 80- 
lem mote ab hoc exerceri debeat , vt ista pbaenomcna perpetuo producantur. Hoc 
modo inuenitur, Soils actionem in corpora ambientia perinde sc excrcre, ac si 
vis attractina, cuius intensitas quadrato distanliae reciproce proportionolis esset, 
corpora versus centrum Solis propellertt. Quod&i vero vice versa a supposition* 
talis vis attractiuae tamquam principio proficiscimur, pbaenomcna ilia vt consequen- 
tiae ncccssariae inde deriuantur. Hie leges tautunt enarrauisse sufEciat, qiiarum 
nexui cum principio grauitationis hoc loco eo minus opus erh immorari , quum post 
Minimum Newton auctores plures hoc orgumentum tractaucriiit, intcrque cos ill 
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Laplace in opcre perfectissitno , Mecnnique Colette, tali modo, \t nihil ampliu* 
desiderandum reliquerit. 

5. 

Ditquisitiones circa motus corponun coeiesliuni , quatcuus fiunt in scctic— 
nibus conicis, tbeoriam completam huius cum arum generis nculiquam postulant: 
quin odeo vnica aequatio generalis nobis sufiiciet, cui omnia supcrstruantur. Et 
quidem maxime e re esse videtur, cam ipsam cligere, ad quam tamquam acqua- 
tionem cliaracteristicam deferimur, dum curuam secundum attractions legem de- 
scriptam inuestigamus. Determinando scih'cet qucmui* corporis locum in orbit* sua 
per distantias x, y a. duabus rectis in piano orbitae ductis atque in centra Solis 
i. e. in altero curuao foco sub an gulls rectis se sccantibus, et denotando insupcr 
corporis distantiam a Sole (poshiuc semper accipiendam) per r, habebimus inter r, 
x,y acquationem linearcm r+aur + /Jy=y, in qua a, ft, y quanlitates constantcs 
exprimcnt, et quidem y quantitatem natura sua semper poaitiuam. Mutando recta- 
rum, ad quas distantia'e x,y referuntur, situm per se arbitrarium , si modo sub 
angulis rectis se intcrsccarc pcrscucrcnt, manifesto forma acquationis valorque ipsius 
y non mutnbuntur, a ct ft autem alios aliosque valores nanciscentur, patetque, si- 
tum ilium ita determinari posse, \t ft cuadat = o, a autem saltern non negatiua. 
Hoc modo scribendo pro a, y resp. e,p, aequatio nostra induit fbrmam r + ex -p. 
Recta, ad quam tunc distantiae y referuntur, li/tea aptidum vocatur, p semina- 
rameter, e exceniricitas; sectio conica denique elliptis , parabola* vel hyperbola* 
nomine distinguitur, prout e vnitate minor, vnitati aequalis, vel vnitate major est 

Cetcrum facile intelligitur, situm lineae apsidum per condition cs Iraditas plene 
determinatum esse , vnico casu excepto , \bi turn a turn ft iam per so errant yrO; in 
hoc casu semper fit r=p , ad quascunquc rectas distantiae x, y rcferantur. Quo- 
mam itaque habetur *=o, curua (quae erit circulus) secundum defmitionem nc~ 
stram elhpsium generi annumeranda est, id vero singulare habel, quod apsidum 
positio prorsus arbitraria manct, siquidera islam notionem ad hunc quoquc casum 
extendero placet 

t 

4. 

Pro distantia x iam angulum v introducamns, qui inter lineam apsidum et 
rectam a Sole ad corporis locum ductam ( radium vectorern ) oontinetur , et quidem 
hie angulus ab ea lincae apsidum parte vbi distantiae * sunt positiuae incipiat, ver- 
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susquc cam regioncm, qnorsum motus corporis dirigitur, crcscere snpponatur. 

Hoc modo fit x=rcos%', adconnc formula nostra r= £ , vnde prolinus de- 

i -fecosv 

riuantur conclusioncs seqncntcs: 

I. Pro f = o valor radii vectora r fit minimum, puta = — — — : hoc pun- 
ctum pcrilielium dicitur. 

II. Valoribus opposifis ipsius v respondent valorcs acqualcs ipsius r; quo- 
rirca linca apsidum srctioiu-m conicam in duas partes acquales dirituit. 

HI. In ellipsi r indc a v = o continuo crescit, donee valorem maximum 
asseqiiatur in aphelio pro v=i8o°; post aphclium eodem modo rursus de- 

crcscit, quo ante incrctierat, donee pro v — 3fto° peiihclium denuo attigcrit Li- 
neac apsidum pars periliclio hinc aphclio illinc lerminata axis rnaior dicitur; Hue 

naior, qui etiam diaiantia media vocatur, fit =—E — 5 disfantia puncti 

1 -ee 



in medio axe iaceutis (ccntri elliptU) a foco erit —-L—.=ea, denotando pero sc- 

PV. Contra in parabola propric non datur aphcb'um, sed r vltra omnes li- 
mites atigrtur, quo propius v ad + 180 4 vel — 180* accedit. Pro «>=:fci8o" valor 
ipsius r fit infinitns, quod indieat, curuam a linca apsidum a parte periliclio op- 
posite non secari. Quare propric quidem loquendo de axi maiore Vil centre 
vae sermo esse nequit, sed secundum analysens vsum consuetum per 
(brmularum in eUipsi inucntarum axi niaiori valor infinitus tribuitur, centrumque 
distantia infinita a foco collocatur. 

, In hyperbola deniquc v inter limites adhuc arctiorcs coercetnr, scibcet 
-v= — (i8o'-y/) et v=+(i8o°-y/), denotando per y/ angulum, cuius co- 

sinus = Dum enim v ad hosce limites appropinquat, r in infinitum crescit: 

* 

si vero pro v alter homm limilum ipse acciperetur, valor ipsius r infinitus prodl- 
ret, quod indieat, hyprrbolam a recta ad lineam apsidum angulo i8o c -*//. supra 
Tel infra inclinata omnino non secari. Pro valoribus hoc modo exclusis, puta a 
l8o*-y Ysquc ad 180°+^, formula nostra Ipsi r valorem negatiuum assignat ; re- 
cta scilicet sub tali angulo contra lineam apsidum inclinata ipsa quidem hvperbo- 
t, .ivero «tro producilur in alteram hyperbolae partem incidii, quam 



V 

• , Digitized by Google 



HET.ATIOXBS AD LOCTM SIMPMCEM IN ORB IT A SPECTANTE3. 



5 



a prima parte oronino separatom vers usque eum focum quem Sol occupat conuexam 
esse constat. Scd in disquisitionc nostra, quae vt iam monuimus supposition! mm— 
titur, r 8umi positiuc, ad banc alteram hyperbolae partem non respicicmus , in 
qua corpus coclestc talc lantummodo incedere posset, in quod Sol vim non attra- 
rtiuam scd secundum cosdetn leges repidsiuam exercercL — Proprie itaquc loqncn- 
do etiam in hyperbola non datur aphelium; pro aphelii nnalogo id partis aucrsae. 
punctum quod in linca apsidum iacet, et quod respondct Taloribus v=.i8o", r = 

haberi potent Quodsi ad inslar clhpsis valorem expression is euam 

hie, vbi iicgaliuus euadil, semiaxem maiorem hyperbolae dicere lubet , hacc quan- 
tity puncli njodo conumniorati distanliam a perilielio simulque situm ci qui in el- 

lipsi locum habct oppo.siium imlicot. Pciinde — ^ — , i. c. distantia punoti inter 

hacc duo puueta mcdii (ccntri hyperbolae) a foco, hie obtinet ralorem negatiuum 
propter situm oppositum. 

5. 

Angulum v , qui pro parabola intra terminos — j 8o° et + 1 8o°, pro hyper- 
bola intra — (i8o°--tf*) et + (i8o*-y/) coercetnr, pro cUipsi vcro eirculum inte- 
grum pcriodis perpcluo renouatis pereurrit, corporis moti anomaliam veram nun- 
cupamus. llactenus quidem omnes fere astronoini anomaliam Terain in elbpsi non 
a periheuo scd ab aphclio inchoare solebant , contra analogiam parabolac et hyper- 
bolae, vbi aphelium non datur adeoque a perilielio indpere oportuit: nos analo- 
giam inter omnia sectionum eonicorum genera restitucre eo minus dubitauimus , quod 



t- c 

conucnit; imprimis notonlur formac sequentes: 



Ccterum expressionis r = £ formam sacpiut aliquantulum mutare 

i+ecosv 



i+<' — aesinjv 1 l — t + aecosif 1 



f= /' 



( i + <•) cosi f*+( i — <?)sinif* 

In parabola itaque habemus r= P- — — ; in hyperbola expressio 

s cos i v 

imprimis est commoda r = . 
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6. 

Progredimur iam ad comparalionem motus cum tempore. Statnendo vt in 
art i. »p«tiun. tempore t circa SoJem descriptum - lg, massam corporis moti 
= u posita mawaSolU^i, habemus g=tt\/p.y/( •+/«*)• Differentiate spaui 
autcm fit = irrd„, vndc prodit i(^VC+^) =f^> hoc ila ,un,l0 » 

yt pro t =o cuanescat Haec intcgralio pro diuersis scctionum conicarum genen- 
bus diuerso modo tract ari debet, quamobrem singula iam aeorrim consi era una*, 
que ab ELLIPSI faciemus. 

Quum r ex v per lYartionem detcrminetur , cuius denominator e duabus 
s coiutat, ante omnia hoc incommodum per introductioncm quantitati* no- 

T ae pro v auforemus. Ad hunc fin'em statuemus Ungiv^ *~* = tang«£, quo 
pacto formula vltima art. praec. pro r praebct 

pcosi-E* - J + aiB ' g * N - S. eoo S £). 

r =~(7+*)cosiv»" " P \ i+« «— • / 

Porr ° fit -^TE*- * -c^- ^"TM"' q »V(i-«) 
rr ry>d£ « ___££__,_( i — <?cosE)d.E, atquc integrando 

( i — te J 

itaque tempus a transitu per perihelium inchoanuw, vU *=o, £=o adeo- 



n - 

que Const =:o, habebimus, propter -^ZI^ • ' 

Id hoc acquauoneangulwmixiliaris£, qui ancmaUo ex^ntricti dicitur , in par- 
libus radii exprimi debet Manifesto autem hunc angulum in gradibus etc. rcfintrc 

licet, «i modo etkm *ain£ atque , W(i+aO eodem modo exprimanlur ; in mi- 

a 

nuti* secundis hae quantifies cxprimenlur, « per numerum ao6 3 64,C 7 multipli- 
cantur. Multiplication* onantitatis posterioris supersedere possumus, si staum quan- 
titatem k ... secundis expressam adhibemus, a.lcoquc, loco raloris supra dati, sla- 
tuimus * = 35*8-, 18761, cnin. logariU.mus =3, 55ooo65 7 46. - Hoc modo ex- 



ouantiias *W (*+/*■) anomalia media vacatur, quae igitur in rationc tern- 
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poris crescit, ct quidem qnotidic augmento _J^lij"£iiL } quod mot ua media* diur- 
nua dicitur. Anomah'am incdiam per M denotabimus. 



In perihelio itaque anoinalia vera, anomaUa excentrica, et anomalia media 
sunt =o; cre.scente dein vera, cJiam excentrica et media augentur, ita tamen, vt 
excentrica minor maneat quam vera, mediaque minor quam excentrica, vsquo ad 
aphclium, vbi omnes tres siniul fiunt =180*; hinc ,vero vsque ad perihelium ex- 
centrica pcrpetuo eat maior quam vera, mediaque major quam excentrica, donee 
in perihelio omnes trcs fiant = 36o*, siue, quod codem redit, omnes rtcrum =0. 
CJcncrnlitcr vero palet, si anoinoiiae verae 9 respondeat excentrica B mcdiaqne M, 
verae 56o* — v respondero excentricam S6o'~-£ atque mediam oGo'-M. Differen- 
tia inter anomaliam vcram et mediam v-M oequaiio centri appellator, quae itaqne 
a perihelio ad aphclium positiua, ab aphclio ad perihelium negatiua est, in peri- 
helio ipso autem ct aphelio cuanescit. Quum igitur v et M circulum integrum a 
o vsque ad 36o" eodera tempore percurrant, temp us reuolutiora's vnius, quod et 
tempus periodicum dicitur, in diebus expressum muenitur, diuidendo 36o* per mo~ 

tum diurnum *V( ' +/«) , vn,i c paid, pro corporibus diuersis circa Solem re- 

voluentibus quadrota tempo rum periodicorum cubis distantiarum mcdianun 
tionalia esse, quatenus ipsorum inassas, aul potius 
gligerc liccat. 



Eas iam inter anomaL'as atque radium vectorem rclationes, quae imprimis 
attentione dignae sunt, colligamus, quarum deductio ncmini in analysi trigonomc- 
trica vel mediocritcr versato difficultates obiiccre poterit. Pluribus harum formula- 
rum concimiitas maior conciliatur, introducto pro « angulo cuius sinus est = e . 
Quo per <p designate, habemus ( 1-**) = cosy, y / (»+*) = cos ( 45'- i q>) }/ s, 

V / (i-«) = cos(45 , + i 9J )v / 3 ) V-Lll. =tang(45°-iy), y/( 1 + e) + )/{ 1 -<•) = 

a cos J tp, y/( t +t) — \/{\~e) — v&m\(p. Ecce iam rclationes praecipuas inter a, 
p. r, e, y, V) E, M. 



8 Libh. I. Skct. I. 

I. p = acos9>* 

II. r= £ 

l + e cos v 

IIL r = o(i — <?cosfi) 

... ™ cosv+tf . cosE — <» 

IV. cos h — - , siue cos u — 



1+fCOSf | (>CO».£ 

V. unifi = \/i(i— co S £) ^riaHV '~ f = sin *v y/ -I1I=1LL 

l+*COS? p 

«in W r 

VT. cosifi=V* ( t+cosfi) = cosI*y — — — = co»j<V r ^ 1+<?) 
«(»—«) 

\TI. tang 1 E = tang *v tjing(4j' — iq>) 

VIII. rinS^-iy^'^y = 

p a coup 

IX. rcosi' = «(cos = i a cos ( \ E + } y + 45') cw(* £-i p-45*) 

X. S int(^-JS)= 8 ini 9 , < invv/ - «= *iii}ysinJS ✓ — 

/' r 

XI. sinl(f+fi) = cosiysintV — = cos i y sin E V — 

i> T r 

XII. jV = 22 - « sin E 



Si pcrpeiidiculuni e punnto rpiocunquc ellipsis in linram apsidum demissum 
retro producitur, rsqucduin ciixulo c ccnlro ellipsis radio a dcscriplo occiirrat, 
inclinatio cius rndii, qui ptincto inlersoclionis rcspondet, contra linpam apsidum 
(itimili modo intclleeln vt supra pro nnomalia vera) anomaliae cxcentricac acqui^i* 
crit, vt nullo ncgotio ex acqu. IX. art. pracc. dnducilur. Porro patet, rsinv a*e 
distuntiam etiiusque puncti ellipsis a linea apsidum ; quae quuin per ncqn. VIII. fiat 
= acoa <p sin E, maxima crit pro E = 90*, i. c. in cenlro ellipsis. Haeccc di- 

sUnlia maxima, quae fit = aco* a ^—P— = ^ a p, tmaiax'a minor appcllalur. In 

ensip 

foco ellipsis, i. c. pro P = 90% distantia istn manifesto fit =/>, siiui semiparamc- . 
Iro 
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10. 

Aequationes art 8. omnia continent, quae ad computum. anomaliae excen- 
tricae et mediae e vera, vel execntricae ct \crao e media rcquiruntur. Pro dedu- 
cenda excentrica c vrxa vnlgo formula VII. adhibchir; plerumquc tamen praestat 
ad liunc finem aequ. X. vli, pracstrtim quoties cxceutriciUs non nimi* magna est, 
in quo cam E per X. maiori praccisionc computari potest, quam per VII. Prac- 
terca adliibita acqoatione X, logarilhmus sinus E, qui in XII. requiritur, protiiius 
per aequationem VIII. habetur, quom adliibita VII. e tabulis arcesscrc oporterct; 
si igitur in ilia mcthodo hie logarithms rtiam c tabulis desumitur, simul calculi 
rectc instituti confirmatio hinc obtinetur. Huiusmodi calculi cxamina et comproba- 
tiones magni semper sunt aestimanda, quibus igitur consulere in omnibus methc— 
dis in hoc operc tradendis, ybi quidem commode fieri potest, assiduae nobis vbi- 
que curac erit — Ad moiorcm iUuatrationein exemplum complete . calculation ad- 
iungimus. 

Data sint v=.W 55' 99*64, p:=i4* 19' i' 87 , logr=o,3So764o; quae- 
runtur p, a, E et M. 

log sin >p 9,5897962 

log cos o 9,8162877 

9,2060159 tnde ecos f =0,1606995 

log( i+«cosf ) 0,0647197 

log r 0,35076*0 

log^ o,5g5-»857 

log cosy>* 9,973o4A8 

log a 0,4321089 

log sine 9,8782740 «*) 

lagV" o,o3255g8 . 5 

g,845gi4i .5n 
log sin i qp 9,099059$ 

log sin \ (v—E) . . .8,9579536. 5 « hinc l(v-E) =-4 c 58' 22" 9 4; v-E=z 
— 9 a 56'45'88; E— 3»o'52 i5'52 

•) Liters a logsritluno affixa indiott, numerum cui reiponclct negaliutun ewe. 

9 



io Li sb. L Sect. L 
Porro 

. _ Calculus pro tog i!o B per formulim VIII.' 

log* 9,3897262 r 

log 306364,7... 5,5i44a5i lo «— ain v •9,8i55543 n 

Jog* in sec: 4,704 i5i 3 log cosy 9,9863334 

log sin E. 9,8000-67 n log sin E. 9,8000767 n 

4,5o«2 7 8/» hinc eainE iusecundis = 3i 9 33'i4=:8'5a'ia*i4 
atque j»f=539*4i'a7*66. — Per formulam VII. calculus pro E ita sc haberet: 

{ v— i55"a7'-i4*8a log tangi v 9,659457971 

45* — =57' 53' 59*oG5 log t ang (45* — jy) .. .9,8913437 

log tang i E 9,5507006 » 

vndc iE— i6o"36'7'76 atque £ = 32o'5a'i5'52 vt supra. 

'» 

Problema inuersum, cclebre sub nomine problemati* KepUri, scilicet ex 
anomalia media inuenire veram atque radium vectorem, longe frequcnlioris vsus 
est. Astronomi acquationem ccnlri per scriem inGnitom secundum sinus angulorum 
M, 9 M t 3Jfetc progrcdientein exhibcrc solent, quorum sinuum coefficientes sin- 
guli et ipsi sunt series secundum potestatcs excentridtatis in infinitum excurrentes. 
Huic formulae pro aequationc centri, quam plures auc tores euoJueiuut, hie imino- 
rari co minus necessariuiu duximus, quod, nostro quidem iudicio, ad vsum pra- 
cticuni, praesertim si exccntricilas peparua non fucrit, longe minus idonea est, 
quam mcthodus indirccta, quam itaque in ea forma, quae maxime commoda no- 
bis videtur , aJiquanlo fusing expbeabimus. 

Aequatio XII, E=z M-\-e sin E, quae ad transcendentium genus referenda 
est solutionemque per operation*.'* finitas directas non admittit, tentando soluenda 
est, incipiendo a valore quodam approximato ipsius E, qui per methodos idoncas 
totics repetitas corrigitur, vsque dum Jlli aequationi cxacte satisfaciat , j. e. vel omni 
quam tabulae sinuum permittunt praccisione, vcl ea saltern, quae ad scopum pro- 
positum suflidt. Quodsi bac corrcctiones baud temere sed per normam tutam atque 
certain instituuntur, vix vllum discrimen essentiale inter metbodum talcm indirectam 
atque sohitioncm per series adesl, nisi quod in ilia valor primus incognitae aliqua- 
tenus est arbitrarius, quod potius pro lucro habendum, quum valor apte electus 
corrcctiones insigniter accelcrarc permittat Supponamus, e esse yalorcm approxi- 
mation ipsius E f atque * correctioaem iili adiiuc adiiciendam (in sveundis expres- 
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won), ita vt Talor E— e+x aequationi nostrae exacte satisfaciat. Computetur 
0 sine in secundis per logarithmos, quod dum perficitur, simul e tabulis notetnr 
Tariatio ipsius log cine pro 1* variatione ipsius e, atque variatin log e sin e pro va- 
riatione vnius vnitatis in numcro e sin e ; »int hae variationes sine respectu signo- 
rum reap, i, fx, vbi vix opus est inonerc, rtrumque logarillimum per aequo mul- 
tas figuras decimal es cxprcssum supponi. Quodsi iam * ad vcrum ipsius E valo- 
rem tain propc iam accedit, vt variationes logarithmi sinus ab e vsque ad e+x, 
varialioncsque logarithmi numeri ab esine vsque ad e sin (e + x) pro vniformibus 

habere liceat, manifesto statui poterit dsin(« + *)=«sine±-^-, signo superiori 

pro quadrante primo ct quarto, inferiori pro sccundo et tertio valentc. Quarc 

quum sit e +x =j«+e sin (e + x) , fit *= (.M+esin e— e), valorquc ve_ 

2 

rus ipsios E siue e + x z= M+ e sin e ±. - — ^ (;?/+ esine — e), signis ea qua 

diximus ralione determinatis. Ceterum facile perspicitur, esse sine respectu signi 
fi:2 — i:eco»e, adeoque semper /u>2, vnde concluditur, in quadrante primo ct 
vltimo M+ esine iacere inter e atque e + x, in secundo ac tertio voro e+x inter e 
atque M+ esine, quae regula attrntioncm ad signa subleuare potest. Si valor sup- 
positus e nimis adhuc a vcro aberrauerat, quam vt suppnsilionem supra traditam 
pro* satis exacta habere liceret, certe per hanc mcthodum inucnictur valor multo 
propior, quo eadem operatio iterum adliuc, pluriesue si opus videtur, repetenda 
erit. Nullo vero negolio patct, si differentia valoris primi e a vcro tauiquam quan- 
titas ordinis primi specletur, crrorem valoris noui ad ordinem secundum referen- 
dum fore, et per operationcm iteratam ad ordinem quartum, octauum etc. deprimi. 
Quo minor imuper fuerit excentricitas , co velocius correctiones successiuac con- 
vergent 

is. 

Valor approximatus ipsius E, a quo calculus incipi possit, plerumqne sa- 
tis obuius erit, praesertim vbi problema pro pluribus valoribus ipsius M soluendum 
est, e quibus quidam iam absoluti sunt. Dcficientibus omnibus aliis subsidiis id 
saltern constat, quod E inter limites M et M +.e iacere debet ( excentricitate e in 
secundis expressa, signoque superiori in quadrante primo ct sccundo, inferiori in 
tertio et quarto accept© ); quocirca pro valorc initiali ipsius E vel M vcl valor sc- 
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cundura aestimationem quolemcunque auctus »cu dcmluutus adoplari potent. Viz 
opus est monere, calculam primam, quoties a ralorc parum accurato inchoetur, 
anxia praecisione haud indigere, tabulasque minora qualcs cel. Lalande curauit, 
abonde sufficerc. Practcrca, vt calculi commoditati consulatur, tales semper volo— 
re* pro e ebgentur, quorum sinus e tabulU ipsis absque interpolationc excerpere li- 
cet; puta in minutis seu secundorum dciiariis compk-tis, prout tabulae per singula 
minuta seu per singulo* secundorum denarios progredicntes adhibentur. 
modificntiones, quas haec praecepta patiuntur, si anguli secundun 
vam dccimalem cxprimantur, quisque sponte euoluere potent. 

i3. 

Exemplum. Sit execntricitas cadem quae in exemplo art. 10. J/=33a*a8'54'77- 
Hie igitur est log a in socundis 4, 7 o4i5i3, adcoque «=5o6oo*=: lb'? so'. Quare 
quum hie E minor esse debcat quam M, statucmus ad calculum primam *=326* 
Tnde per tabulas minores fit 

log sine 9,747 56 n, auuiio pro »' 19, «de \—o,ij 

log* in sec... 4,70*1 5 

4,45171 n 

bine asin e=-*8, 9 5' =- 7 fl 5.'35'. MllUtio logiri(kmJ pro t . kul4t> ^„ k!( 10 ^ 
J/+ e sin e 5a4 3 7 so r " i<! 1"— 1,6 

Differt ab e 1 11 4o = 4960'. Hinc -^|- x 4g6o' = ia4o* 

= 2o'4o'. Quare Talor correctus ipsrus E fit = 3a4*S7'ao'— ao'4o* = 3a4 , i6'4o", 
cum quo calculum secundum tabulas muiores repetemus. 

log sine 9, 7 665o58 n X — 2g,a5 

.~4,7o4i5i3 

4, '170157 u fi=z\\j 
esin«=— 99543", 18 = — 8'ia'a3*i8 
JU+eaine 3a4 16 3i,5g 

Differt ab e. 8, 4i. Multiplicata hac differentia per 

X aq a5 

= ~Ti7,'7T"' P rot,it 9 "°9» vnde Tolor denuo ""rectus ipsius E = 
3a4'i6 3r59 — a 'o9=3aVi6 a9"5o, intra 0*01 exactua. 
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l4. 

Pro derinatione anomaliae verae radiique vectoris ex anomalia excentrico 
aequationcs art 8. plures mcdwtlos suppeditant, e quibus praestantisaimas explica- 
bhnus. 

I. Secundum method urn vulgarem v per aequatiouem VII, atqne tunc r per 
acquationem II. dctenninanlur; hoc modo exeniplmn art praec. ita se faabet, rc li- 
ne ndo pro p valorem in art. 10. traditum: 



i£=i6a a 8' i4*75. 




log « 




9,3897962 




.9,5082198 n 






.9,8*96597 


log tang (45* — 


■fj,8c) 19137 






9,239385g 




.9,6169771 n 


ecosf 




0,1 735345 








.0,3954857 


v — 3i5 I a 3,00 




log ( 1 +e co»f ). 


.0,0694959 










.0,3359878 



IL Breuior est methodus sequens, siquidem plures loci calculandi sunt, pro 
quibus logarithmos constantes quantitation v / «(»+«), V '«(» — ') «emel tantum 
computare oportet Ex aequationibus V et VI habetur 
sin \vy/ r = sin iE^a 
cosjvy'r = cosi£\/a(i — «) 

vnde \v atquc log\/r expedite determinantur. Generaliter nimirum, quoties habe- 

^ A 
tur /" sin Q =A , PcosQ=B t inuenitur Q per formulam tang y — , atqne tunc 

J? . 
P per hanc P— ^ n Q > vel per P= cos q~ : priorem adbibere praestat, quando 

sinQ est maior quam cos Q; posleriorem, quando cos Q maior est quam sin Q. 
Plerumque problem ata, in quibua ad tales aequationes peruenitur (quab'a in hoc 
operc frequentissime occurrent), conditionem implicant, quod P esse debet quaub'- 
tas poritiua; tunc dubium, Ttrum Q inter oet-180 0 an inter 180 0 et 36o* accipere 
oporteat, sponte bine tollitur. Si Tero talis conditio non adest, baec determinatio 
arbitrio nostra relinquitur. 

In cxcmplo nostra habemus e=o,2453i62, 

log siniJB 9,4867639 log cos \E 9,9785434 n 

logv^rt(i+«)....o,258859S logv/a(i — #).... o,i5oio20 



i4 Lion. L Sect. L 

Hific 

log sini«V r --9>7'*56aa5 I rnde log tang $0=9,616977 1 n 
log cos,? v^r...o,ia86*5 i n J 4*'= i57*3o'4i*5o 

log cos 9,96565 1 5 /» f =3i5 1 a 3, 00 

IogVV 0,1639939" 

logr 0,3359878 



III. His methodis tertiam adiicimus, quae acqae fere expedita est ac se- 
cunda, sed praeciaione, si vltima deaiderctur, isti plerumque praeferenda. Scilicet 
primo dctenninatur r per acquationem III , ac dcin v per X. Ecco exemplum no- 
strum hoc modo tractaltun: 



log e 9,3897 a69 log ain E 9,7663066 n 

log cos £ 9,9094657 log y^(i — <r cos ■£)... 9,9 517744 

9, a 99»«99 9,8 145633 n 

eco*E = o, 1 99 1 544 log nir>i<p 9,og3o3g5 

log a o,4a 3 4589 log sin i { v — E) 8,go66oi7~rt 



log ( 1 — e cos E) . . ■ 9, 9 o 35488 ±{v—E) = — 4 0 57'55"a4 
..0,3359877 V — E =—9 i5 6,48 

t> = 3l5 1 33.Q3 

Ad calculum confirm andum formula VITI tc! IX percommoda est, praeser- 
tiin , si v et r per mcthodum tertiam dctcrminatae sunt. Ecce calculiun : 



a a 

log — sin£« 9,8637878 b log s'mEy— .....Q,8i456aa n 

log cosy . '.*.'... 9,9865334 log eosJp> 9,9966567 

9,849010a n 9,81 13189 a 

log sine 9,8190103 n log sin$(f + JE). .. 9,8113189 n 



i5. 

Quum anomaL'a media M, vt vidimus, per v et <f> complete delerroinata 

sit, sicuti i> per M et a>, patet, si omnes Ires quantitatea siinul vt variabiles spe- 

ctentor, inter ipsarum variationes differentiates acquationem conditionalcm locum 

habere debere, cuius inuestigatio baud superflua erit. Differentiando primo aequatio- 

d/J dc do? _ 

nem \ II arLK, prodil — : — rr — — : — ; diflcrcniJando perindc acmiatio- 

' r sinii sinv cosy ' 1 * 

nem XII, fit djJf=(i — «cos£)d£ — sin iicos y d o>. Ebnunando ex his aeqnationi- 

bus differentiabbiu dE, obtinemus 
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dM = dv-^niJeo^.f — ) da 



pro aia-E, 1 — «eoa£ yalorea suoa ex aequatt VIII, III 

i >r ^ j r(r+p)»inv 

dJ»/ = dt» 1 1 — <\w 

aa cos <p aacosa T 



siue denique, exprimendo vtnunque coeflicientera per v et <f tan turn, 



cos 

dM = 



n>' (a + fft-osf) sin vrosm* 
i rj- df — ; — ; r» ' — da 



(i+*cosf)* (i-f-ecosv) 
Vice versa considerando v tamquam functioncm quantitatum JJf , o>, aeqtuttio hancc* 



rr T cosy y 

siue introducendo £ pro «» 

d^= rr ■ ■ djtf + -^-(9— -t cosi?— ee)sin^do. 

16. 

Radius vector r per v et a yel per iKf et a plena nondara detei-mmatus est, 
sed inauper a p vel a pcndet; conslabit igitur 
Per differentiationcm aequalionis n. art 8. 



dr dp <?smf . cosaeosv 

— — £— + dt> 1 do 

r p i+ecosv i+<?cost> ^ 



dp do 

Statucndo hie — — — — — a tang <p da (quod sequitur e diflV rcntiationc acqu. I ), 

exprimendoque secundum art praec. dv per dM et da, prodit post debilas redu- 
ctiones 

dr da a a 
r ~ — — — +-^- tang a am vdm — —pcota cos vda y siuo 

dr — — d a + atanga> sin vdjlf — a cos a cos vdo» 

Cetenun hae formulae, sicut eae quas in art. praec enoluimus, supposition! 
innituntur, *>, <p et M siue potius dv, dy, et d jtf in partibus radii exprimi. Qnodsi 
igitur variationes angulorum v, <p, M in secundis exprimere placet: vel eas for- 
mulanun partes quae dt', da aut djl/ implicant, per 206364,7 diuidere oportet, 
vel eas, quae continent dr, dp aut da, per eundt-in numerum inultiplicai e. For- 
mulae igitur arL prucc. , quae hoc respoctu sunt houiogcncac, uutatioue opus non 



1(J 



Libh. I. Sect. I. 



Dc indagatione aequationis centri maximae pauca adiecisse haud pocnitcbit. 
Primo spoiite obuium est , difl'erentiam inter anomaliam excentricam at median) 
maximum esse pro 2; =90° vbi fit =e (in gradibus etc. exprimenda); radius ve- 
ctor in hoc puncto est =«, vnde v = 9o" + oi, adcoque aequatio centri tota 
= y+e, quae tamcn Lie non eat maximum, qunniam differentia inter v et JS ad- 
huc vltra y cresccre potest. Haecce differentia fit maximum pro d(v — E) -=o 
«uc pro dv=dE, vbi cxccnlriciUs manifesto rt constans apectanda eat Qua 

dt» dE 

suppositione quum generaliter fiat — = P» te »j in 00 puncto vbi diffe- 

rentia inter v el E maximum est, esse debere sin*» = sin2J; vndo erit, per ae- 
quattVHI, HI, r=acosy, eeosE = i — cosy, siue cos 2?= + tangly. Perinde 
inuenilur co« c = — tangly, quaproptcr erit *) =90*+ arc. sin tangly , 2j = go" — 

1/ cos a 

arc. sin tangly; bine porro sinJ£=.v / (i — tangly*) = "^j^ 1 »<• vt aequatio 

centri tota in hoc puncio fiat —2 arc sin tang} y + 3 sin 1 y\/ cosy, parte sccunda in 
gradibus etc. expressa. — In eo denique puncto, vbi tota aequatio centri ipso 
maximum est, fieri debet dv—dM t adeoque secundum art i5, r=av/cosy; hinc 

i-cosw* 1 — \/cosa i — coso> tangly 

fit cosf = — , cos Z;= —= — ■■ , , * s= ■ , T ^— , 

e ' * <'(i+vcosy) l + ycosy 

per quam formulam 2? vltima praecisione di terniinarc bcot. Inuenta E, erit per 

,. . sin } opsin 2? _ _ 

aequ. X, All acquaUo centri = 9 arc sin j- 1 h«sui27. Expression ac- 

V cos y 

quationia centri maximae per seriem secundum potestates execntrit italia progrcdien- 
tcra, quam plures auctorcs tradiderunt, hie non immoramur. Vt cxempluni habca- 
tur, conspecttun trium maxiniorum, quae liic contemplati sumus, pro Iunonc ud- 
iiuigimus, vbi excentricitas secundum eh mcnta nouifisima =0,3554996 supposita est. 



Maximum 


E 


E — M 


v — E 


v — M 


E — M 
v—E 


_ a # a 

90 0 0 
8a 3a 9 
86 i4 4o 


i4°58' ao* 57 
i4 5o 5'», 01 
i4 56 37,39 


i4° 48' 11* 48 
i4 55 4i, 79 
i4 55 4g,5 7 


99" a 6' 3a" o5 
99 a6 35, 80 
39 5o 16,96 



') Ad ea maxima, quae inter aphelium et poriheliiim iaccnt, non opus est rc*ptcerc, quum 
ab iia, quae inter perihclium ct apliclinm aiU sunt, in aiani* Uutuin different. 



Digitized by Google 
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18. 

In PARABOLA anomalia excentrica, anomalia media atque mortis nie- 
ditis fierent =0; hie igitiir Ulac notiones comparationi motus cum tempore inscr- 
Tire nequcunt Attamen in parabola augulo auxiliari ad imcgraiulum rrdv omnino 

ppdv pp d tang j v 

opus non habemus; fit cnim rrd v = , |COS j ^" = acoslV — 

l+tangt^dtangiv, adeoque frrdv — \pp{ tang i f + ttangli *>') + Const. Si 
tempus a transitu per perihelium iuciperc supponitur, Constans fit =o; habetnr 
iUquo 

tang ir + \ tang lv* — r 

P 

per qiiam formulam / ex v, atque v cx t deriuare beet, simulac p et fi sunt co- 
gnitae. Pro p inter elcmenta parabolica radius vector in perihelio qui est ip cx- 
lubiri, massaque/t omnino negligi solet. Vix certe vmquam posalile erit, inassam 
corporis tab's cuius orbita tamquam parabola compirtatur, determinare, rcueraque 
omnes cometae per optima* reccntis&imasqtie obseruationes densitatem atque mas- 
sain tarn exiguain habere videntur, vl hacc insensibilis censeri tutoque negligi possil 



>9- 

Solutio problematis, ex anomalia vera deducere tempus, multoqnc adlmc 
gis solutio problematis inuersi , magnoperc abbreuiari potest per tabulam auxilia- 
rem, qualis in pluribus libris astronomicis repcritur. Longe vero commodissima 
est tabula Barkeriana, quae etiam operi egregio cel. Olbers (Jbhandlung vber die 
leichteste und bequenute Methode die Ba/m eines Cometen zu berechnen, Wei- 
mar 1797.) annexa est. Continet ea pro omnibus anomaliis veria a o vsque ad 
180* per singula 5 minuta valorem expresaionis 75 tangj v+35tangiv' sub nomine 
mot us ntedii. Si itaque t em pus desideratur anomaliae verae v respondens, diuidcre 

i5o* 

oportebit mo turn medium e tabula argumento v excerptum per — —j — , quae quan- 
titas motus medius diurnus dicitur; contra si e tempore anomalia vera computan- 

da est, illud in diebus expressum per -^r— multiplicabitur, vt motus medius prod- 

P 

eat, quo anomoliam respondcntem e tabula sumere licebit. Cetenim manifesto 
Talori negatiuo ipsius v motus medius tcmpusquc idem scd negatiue sumtum respon- 
det: eadem igilur tabula anomaliis negatiuia et positiuis jierinde uiseruil Si pro p 

3 



it Lisa. L Sjjct. L 

distantia in perihclio ip~q vti malum us, motiu medius diurnus expriraitur per 
*Va8ia,.5 ^ ^. conji tans L^a8ia,5 £1=0,913979061, ipsiusquc logarilh- 

mus 9,9601977069. — louenta anomalia v radius vector determinabitur per for- 



mulam iam supra traditam / = 

* cos t y 



90. 

Per differentiationem aequationis langiv-\-ytanglv^~attp~* } si omncs 
qtiautitates v,t,p ecu variabiles tracLuitur, prodit 



d v = 



d* — -7 — dp 

rr arry p 1 

Si variationcs anomaliao v in secundis cxpressae deslderaotur, etiam ambae partes 

ipsius dv hoc modo expriniendae sunt, i. e. pro k valorem in art. 6. traditum 

55 48' 1 88 accipere oportet Quodsi insuper pro p introducatur ip — q, formula 

iU so habebit 

iy/gg Zit 

dc= — dt 7 dq 

rr rryzq * 

vbi logarithmi constantes adbibeudi sunt logiy'a == 3,7oo59i57a4, logSey'i — 

3 > 8766 1 283i5. 

Porro differentia tio aequauonis r = " ac4 ^ t ,» uppodiut 
dr dp 

— — * + tangi vdv , aiue exprimendo dv per d« et dj» 
«[£__/_«_ Ji£jangJ^_\ ^ ^ *Vptangji> 



Coefficiens ipsius dp, rabstituendo pro * valorem suum per v transit in 

» 3 p tana 4 v* punciv* 1 / \ 
— p ^ !L -^r r -yU+itangl^-isinl^-vsiniv'tangi^M 

cos v ktmv 
— — } coefficiens ipsius df autem fit =a . Hinc prodit dr = icosf dp 

f sine 

"< y'p"*** 8iuc introdiicendo 7 pro jj, 
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krinv 

dr=co8*dg + ^ ■ df 

Logarithmus constans hie adhibendus ert logiVi s= 8,o85o664i56. 



si. 

In HYPERBOLA <f atque E qnantilatcs unaginariae lk rent, quaJes si 
, illarum loco oliac quontitates auwliares sunt introducendae. Angulum 

cuius cosinus = — iam supra per y/ designauimus, radiumque vectorem 



— — --7- — - — r — inuenimus. Factores in dcnominalore huius 

accost fv — ,f,) co»i(«'+y/) 

fractionis, cosi(v — yt) et co»i(i>+y/), aequales fmnt pro v—o, secundus euano- 

acil pro Talore raaximo positiuo ipsius f, primus vera pro valore maximo ncgatiuo. 

COSj(f «/) 

SiHtueiiJo iritnr — ■ ■ . , — ; '. ■ bb, erit u =0 in pcriheb'o: crescet in infinitum. 

0 cosi(v+y/) 1 ' 

dum v ad liraitem suum i8o°-y/ appropinqnnt; mntra docrcscet in infinitum, dum 
v ad limitem alterum — (180* — y/) regredi supponilur: quod fiet ita, vt valor i bos 
oppositis ipsius v valores rcciproci ipsius m, vcl quod idem est valores tales quo- 
rum logarithm! opposili sunt, rcspoiidcauL 

Hie quoliens u pcrcommodc in hyperbola vt quantilas auxiliaris adhibetur; 
aequali fere concinnitalc istius vice fungi potest angulus cuius tangens = 

long ivy* e ^. t — > 1 UPm v * anaJogiain cum elllpsi scquamur, per iF denotabiinus. 

Hoc modo facile scquentes relatione* inter quanlitates :>, r, u, F colligunlur , vbi 
a= — b statuinius, iU vt 6 euadat quantilas posiliua. 

\. b — pcotangy/* 

II r _ R = P™>? 

i+tfco$v acost(f — y)cosi(v+yO 
e — 1 

eo$i(«> — vt) i+tangiF , . „ 

" = co*H*+vr = ~ -«4*/' 

v « _ , . ' t + cos yt cos v e+co*if 

cosF — *t B + u) — acosi^— y/) cos J(i<+y/) "~ i + ecosp 
Subtrahcndo ab aequ. V. vtriinquc 1, prodit 



*° Lib a. I Sbct. L 

VI. *,^-* |JVl _^_ rl . -l4Jv ^0». 

Simili modo addendo vtrimque i fit 

Dittideiido VI per VII ad III reuenircmus; multiplied produci. 
VIII. rrinc — pcot&agy/tangF = 6tangy tang/? 

= */>cotaugv/(M— £-) = ifitanguv(«— i-) 

E combination* aequatt II, V porro fccilo deducilur 

IX rcos V =b(.e—~r) = i b( S e- U -~) 



X. r 



= *(-^- 1 ) = **(«("+^)- a ) 



aa. 

Per difierentiationem formulae IV prodit (apectando yr vt quantitatem con- 
i(tangi{.+^) -tang d„ = -^ f - d „. ^ 

, pr 

rrdv — ~tangy/" dM ' aiue ««b»titaendo pro r valorem ex X, 

rrd* =wta n g y /^(, + -^ r ) — i ~y u 

Integrando deinde ita, Tt integrate in pcrihelio cuaneacat, fit 
frrdp = Mtangy,(i<.( tt — i-)_log«) =*/^.V / (i+ / u) = irtaiig V /v'*V(i+^) 
Logaritlnnus hie eat hyperbobcua; quodai logarithmoa e systemate Briggieo rel gc- 
ncraliter e syatemate cuius modulus =X adhibcre placet, maasaque/4 (quam pro 
corpore in hyperbola incedente baud determinabilem case supponere poaaiunus) ne- 
gbgiuur, aequan'o bancce forniam induit: 

b 
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slue introduccndo F 

Xht 

JietangP — logtang(45+i.F) = — j — 

b 

Si logarithmos Briggicos adhiberi supponimus, habemus log X =r 9,6377 843 1 1 3, 
logXk —7,8735(557507, scd praccisioncm aliquantulum maiorezn attingere licet, si 
logarithmi byperbolici immediate applicantur. Tan gentium logarithmi hyperboliei in 
pliiribus tabularum coUectionibus reperiuntur, e. g. in iis qua* Scbulzo curauit, ma- 
iorique adbuo cxtensione in Bcni. Ursini Mugno Canone Triangulorum logarithmi co, 
Colon. i6a4. vbi per singula 10* progrcdiuntur. — Cetcrum formula XI ostendit, 
valoribus reciproci* ipsius « , siue valoribus oppositis ipsius F et v rospondere va- 
lores oppositos ipsius f, quaproptcr partes hyperbolae aequales a perihelioque 
vtrimque acquidistantcs lemporibus acqualibus describentur. 

»5. 

Si pro inucniendo tempore ex an om alia vera quantitate auxiliari u vli pla- 
cuerit, huius valor commodissimc per aequ. TV detcrminatur; formula dein II ubs- 
que nouo calculo statun dat p per r, Tel r per p. Inucnta u formula XI dabit 

,^e m ^, _ ^ „ t «*. mediae in cQipn et per N a~ 
bitur, vn dc demanabit tcmpus post transitum per periheb'um elapsum. Quum pars 

prior ipsius N puta — per fonnulam VIII fiat as ^In^ > calculu4<lu " 

plcx huius quantitatia ipsius praedsioni exajninandae imcruire, aut si mauis, N 
absque » ita cxliibcri potest 

XII. N- Jlngysinv LlJ <*»*(«— y) 



3cosi(c +y/)eosi (v — y/) 8 cos±(v+y/) 
Exemplum. Sit e= 1,9618830 siue y/ = 57"35V, ♦> = i8°5i'o", log r 
=0,0333585. Turn calculus pro a, p> b, N, t ita se habet: 

logcosi(v— y) 9,9941706 1 lliac log u 0.049U39 

IogcosJ(v+y/) 9,9450577! u= . ,,, J979 8 9 

'°g r o,o333585 w«== 1,2537998 

log a* * 

4o9o488 

log/> 0,5746556 

l og eolangy/* 0,997 4a44 

logo 0,6020600 
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Io 8y 9,45i29«5 

log sinu g,5og.~a58 

log 2 9,6377843 

Compl. logsiny/ 0,8117.109 

8,7901090 

Pur* prima ip«ius .V = 0.063 1 0G9 
log m = 0,0 »g 1 1 29 

A' — 0,01*99 tu 

log** 7,8700658 I 

ilogb 0,9030900 / 



S4. 



log (uu — 1 ) 9,ioii793 

Compl. log« 9,9. r >o887i 

log 2 9,6377843 

log^tf 9»7999 888 

»,79Ji395 



log N. 8,1137129 

Differentia 6,9703758 

logf 1,1434671 

t — i3, 9 i448 



Si calculum per logarithmos hyperbolicos cxiequi constitutum est , quantitatc 
nuiiliari F vti pracntat, quae per acqu. Ill detenninabilur , at que inde N per XI; 
seraiparaiuckT c ra.lio vectore, Tel vicissim hie ex iUo per formulae VIII compu- 
tabitur; par* secunda ipsius N duplici si lubet modo crui potest, scilicet per for- 
nulam log hyp Uiig ( 45° + * F) , et per June log hypcos ;(?-y>)-log hypcos\(v+y/). 
Ccteruin patet, quantitatcm N hie vbi i = t in ration* i:Jl maiorem cuadcrc, 
«i logarithm! Briggici adhibcantur. Ecce exemplum nostrum hoc 



log tang i 9/ 


...9,5018179 


• 




log tang if 


...9,3301009 






logtangi/-*. 


..8,7019188 


iF— 5*i5*58"ia 

* 










log tang F. 


..9,05 10066 






e tang F — 


9,i55oo5i 
o,i45oo638 


C. log hyp co«4(c — y/) 
C. log hyp co» i (*>+yt) 


= o,oi543966 
= 0,12650930 


logliyptailg^S'+i^ 


0,1 i 008666 


Differ. 


= 0,1 i3o8664 


* JV = 0,03991973 
4 logo..- 0,9000900 J 


2o£ A., ....... ,...*.*•.....■•.<. 

Differ 


....8,4759575 







13,91 445 
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95. 

Ad solutioncm problematic iuucrsi, o tempore anomaliam veram radiumquo 

Tectorcm dctcrminare, primo ex N =:Atb~h per acquationem XI elicienda est 
quail ti (as auxiliaris u vel F. Solutio huius aequationis transscendentis tentando per- 
fic-ienda erit, et per arlificia iis quae in art. 11 exposuimus analogs abbreuiari pot- 
ent Haec autcm fusius explicarc supcrsedenius : neque eniin operae pretium esse 
videtur, praeccpta pro motu hypcrbolico in coelis vix vmquam fortasse sc oblaturo 
aeque onxie expolirc ac pro motu eUiptico , praetercaque omnes casus qui forte oc- 
currere possent per methodum aliam infra tradendam absolucrc liccbit. Postquain 
F vel « inueuta erit, v inde per formulam III, ac dem r vel per II vel per VIII 
determinabitur ; commodius adliuc per formulas VI et VII v et r siraul eruentur ; 
e forniulis rcliquis ma altcraue pro confirmatione calculi, si lubct, in Vsum vocari 
potent 

Exemplum. Manentibus e ct b vt in excmplo pracccdenle, sit =: 65,ii35»» : 
quaeruntur v et r. Vtcndo logurithmia Briggicis habemus 
log* i,8i56598 

log H-b~* 6,9709758 

log.V -8,7859556, vnde N =o,o6io85i4. Hiuc nequationi iV~ 

i^tangF— log tang(45°+iP) satisfieri inuenitur per F=95»94'a 7 '66, vnde fit 
per formulara III 

log tang s F. g,355oi 90 

log tang i yr 9,53 18> 79 

log tang if 9,83 1 ig4> adeoque i«r= 35*5 l'ao* 89 atque v= 67V 59*78. Hinc 

porro habetur 

C.logcosiCv+y,) 0,9.37*76 j mereatla 0,1999979 

C.logcosi(^V)-o,o.45. 9 7 ) u> & to>g(*5° + lF).-.o>W*o 
]o *-fr 9,97*5868 
log r- 0,30085*1 

9 7 . 

Si aequatio IV Ha differentiator , vt u, r, 1// simul vt variabiles tractentur, 

prodit 



ai L i br. I. Sect. I. 

du siny/df + sint>dy/ rtangy/ r sin t» 

~« aco»l(f — y)coai(v+y/) n ''"^"'jjeosy/ V 

Differentiando perinde aequationem XI, inter varialione* differentia] e« 
titatum u, y, emergit rdalio 

AS _/, , i x i \ , . (««— i)*inv/ ■ 

— r — = -; — da +-j dip 

X bu bcostf/ ~ 

Hinc climinandn du adiumento arqiinlionis pracccdcntis obtiaemus 
dN rr / r\ rsinv . 

= -m^jr dv +{*+-;;) -i-^**' Mue 

Mtangy, dN _(l ±\ »°^g^ 
Differentiando aequationem X, omnibus r, 6, u pro variabilibus babiti-s 



sinw 

substituendo de = cog ^ dy>, eliminandoque du adiumento aequalionis inter dN, 

d«, dy/ in art. pracc. traditae, prodit 

M>e(nu — i 

+ ; 

aXur 

' f ■ ' 



dr 7T d * + ^7 dJV 



+ 3C o»y» I (« + -^)«ny — («— ^)«no) dy 
Coefficient ipsiw dN per aequ. VIII transit in ; coefficiens ipsiiu dy/ au- 

tem, substituendo per aequ. IV, u(sinys — sinv) = sin(y — f)t -^-(siny/+sint>) = 

6 sin \u cos c p co* f 

sin (y+v), mutalur in ■ — = , ita vt habcatur 

v ~ 1 " cosyr sin y ' 

N 

Quatenus porro N vt functio ipsarum b et / spectator, fit dA T = — d< — y.-^-do, 

quo valore substitulo, dr, oc perinde in art praec. dv, per dt, db, dy expres- 
Oterum quod supra monuimus ctiam hie repetendum est, sciheet 
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si angulorum p et y varialionos non in paribus radii Bed in aecnndis exprcssae 
concipiantuf , vel omne* terminoa qui dv, dy continent per ao6s64,7 diuidi, vel 
reliquos per hunc numerum mulliplicari debcre. 



»9- 

Quum quantitates auxiliarcs in ellipsi adbibitac <p, E, M , in hyperbola va- 
Iorcs imaginarios obtineant, haud abs rc erit, horum nexum cum quantitatibus rca- 
libus, quibua hie vsi sumua, inucstigare: apponimus itaque relationes praecipuas, 
vbi quanlitatcm imaginariam — t per « denotamus. 

sin <p = e =s t . os y, 

tang (45*— \<p)=\/ lJ ^ e =iV e+l = i tangly 

Ukngtp = i cotaas(*5'—iij>) — i tang (45* — \ip) — v - ^y 

cosy = t tang xfj 

<p — qo°+ /log (sin p + cosy) = go°— /log tang (45*+ 4 y/) 

, _ . , _ i(u — i), 
tangiJ? =<tangtF= K u + i 

^g-=icotangi£ + itangi£=— icotangF sine 
smE = iUmgF = '(""—') 

° 9 11 

cot£ = 4cotangi£— itangi£ = ^jpr sine 

_ 1 Hit + 1 

cosh =- 



cos/-' au 
i£=log(cos£+i«n£;) = log-i- tiu 
£=/log« = ,Jog(45 0 +{F) 

*r r> ■ t> ., ielutt — l) iN 

M= E — ennE =i]ogu — 

Logariduni in his forznnlis sunt hypcrboJici. 



■J u 



Libb* I. Sect. I 



So. 

Qunm omnes quo* e tabulis logarithmicis e( trigonometrlcu depromimus nu- 
mcn praccisionem ahsolutam non admiitonl , sed ad certuiii tantiinunodo gradum 
suit approximati, ex omnibus calculis iJlarum adiumento perfectis proximc tantnm 
▼era rcsullare possunt In plcrisquc quidem casibus tabulae vulgores ad septimam 
figuram deciinalem vsque exactac, i. e. vltra dimidiam Tnhatcm in figura septima 
exccssu seu defuctu numquam abcrrantes a vero, praeeisionem plus quam suificicn- 
tcm suppcditant, ita vt errores incuitabiles nullius plane sint momcnti: niliilomi- 
niM vticjuc fieri potest, vt errores tabularum in casibus spccialibus cflcctum suum 
exserant augmentatione tanta, Tt mcthodum abas optimam plane abdicare aliamque 
ei substitucre cogamur. Huiusmodi casus in iis quoque calculis, quos hactenus ex- 
plicauimus, occurrere potest; quamobrem ab instituto nostra haud alienum erit, 
disquisitiones quasdam circa gradum praccUionis , quam tabulae vulgaros in illis 
permiltunt, hie instituere. Etsi vero ad hoc argnmontum calculatori practico gra- 
vissimum exhauriendum hie non sit locus, inuestigationem eo perducemus, vt ad 
propositnm nostrum sulliciat, et a quolibct, cuius interest, vlteriu* expoliri ct ad 
quasuis alias operotioues extendi possit. 

3i. 

Quilibct logaritlunus, sinus, tangens etc (aut generaliter quaelibet quanti- 
fas irrationalis e tabulis excerpta) errori obnoxius est, qui ad dimidiam vnitatem 
in figura vllima ascendere potest: designabimus bunc erroris Umitem per a, qui 
itaque in tabulis vulgaribus fit = o,ooooooo5. Quodsi logaritlunus etc e tabulis 
inunediate desnmi non potuit, sed per intcrpolationem erui debuit, error duplici 
caussa aliquantulum adhuc maior esso potest Primo cairn pro parte proportionab', 
quoties (figuram vltimam tamquam vnitatem spectando) non est integer, adoptari 
solct integer proximc inaior vel minor: hac ratione errorem tantum non vsque ad 
duplum augeri posse lacile perspicitur. Ad banc vero erroris augmentationcm omnino 
hie non rcspicimus, qunm nihil obstet, quo minus vnam alteramue figuram decima- 
1cm parti alii proportional! affigamus, nulloque negotio patcat , logarithmum interpo- 
latum, si pars proportionate absolute exacta esset, errori maiori obnoxium non 
esse quam logaritlimos in tabulis immediate expressos, quatenus quidem horum va- 
riationes tamquam vniformes considerarc Uceat. Erroris augmcntatio altera indo 
nascitur, quod suppositio ista omni rigore non est Vera: sed banc quoque ncgligi- 
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mn«; quoniam effecta* diflcrentiarum secnndamm altforumque in omnibus prope- 
modum casibus nullius plane momenli est (praescrtim si pro qnantitatibus trigono- 
metricis tabulae exccllcntissimac quaa Taylor curauit adhibentur), faciliquc ncgotio 
ipsius ratio haberi possit, vbi forte paullo maior euaderct Statuemus itaque pro 
omnibus casibus tabularum enoicm maximum ineuitabilcm =a, siquidem argumen- 
tum (i.e. numerus cuius Iogarilhmus, «cu angnlus cuius sinus etc. quaeritur) prae- 
cisione absoluta habetur. Si vero argumcntum ipsum proxime tantum innotnit , er- 
rorique maximo, cui obnoxium esse potest, respondcrc supponitur logarithmi etc. 
variatio a! (quam per ralioncot diflerentialium dufinire licet), error maxim us loga- 
rithmi per tabulas computali vsque ad « + »' ascendcre potest 

Vice versa, si adiumenlo tabularum argumcntum logarillimo dato respon- 
dens compulatur, error maximus ei eius variationi aequalis est, quae rcspondet va- 
riationi a in logarithmo, si hie cxactc datur , vel quae respoudet variationi loga- 
rithmi a + u, si logaritlimus ipse vsquo ad <.>' erroneus esse potest. Yix opus crit 
monere, w ct a eodem signo aflici debere. 

Si plures quantitatcs intra rertos tantum liinifes exactae adduntur, aggregati 
error maximus aequalis erit aggregato singulorum errorum maximorum, iisdem si- 
gnis aflictorum; qnare etiam in subtractionc quantitatum proxime exaetanim difie- 
rentiae error maximus tummae errorum singulorum maximornm aequalis crit. In 
multiplicatione vel diuisione quantitatis nou absolute exactae error maximus in ca- 
dem ratione augctur vel diminuitur vt quantitas ipsa. 



32. 

Progr.di jiur iam ad application'em hortim principiorum ad vtilissimas ope- 
rationum supra explicatarum. 

I. Adhibendo ad com pu turn anomaliae verae ex anomalia exeentrica in motu 
elliptico formulam VII art. 8, si q> ct E exacte haberi supponuntur , in log tang (4 3"- Jy) 
ct log tang i£ commilti potest error a>, adooque in differentia = log tang \v error 

3 «d i v 



3 o j error maximus itaque in dclerminatione nnguli iv erit 

1 ° d log tang, f 

3 a sin v 



, designantc ; modulum logarithmornm ad hone calculum adhibit 

Error itaque, cui auomnliu vera v obnoxia est, in secundis expressus Ct = 
3 o sin v 

2 306365 = 0*0713 sin v, si logarithmi Briggici ad septem figuras deciinalcs ad- 



Li I br. I. Sect. L 



bibcniur, ita vt temper intra 0*07 de valore ipsius v ccrli esse pos&imus :. si tabulae mi- 
norcs ad quinque tantum figuras adhibentur, error vsque ad 7"ia i 
II. Si ecosE 



Zu e cos E 

vsque ad j ; cidcm itaquo crrori obnoxia erit quantitas 1 — eco»E sine 



r 



— . In computando ergo logarithmo buius quantitatis error vsque ad (i + S)o 

asecnuere potest, dcsignando per o quanUtatem 1 f C0Jt ^ positiue snmiam: ad 

eundem iimitem ascendit error in log r possibilis, siquidem log a exacte 

datus supponilur. Quotjes excentricitas parua est, quantitas S arctu semper Lmiti- 

bus coercetur: quando rcro « pa rum diflort ab 1, 1 — ecosE perparna manet, quam- 

diu E parua est; tunc igitur <$ ad magnitudinem baud contemnendam inrrcscere 

potest, quocirca in hoc casu formula III art 8. minus idonea esset Quantitas S 

. . 3(« — r) 5e(co»v+e) 
ita etiam expnmi potest = i — ee "1 9 uac formula adlmc clarius 

ostendit, quando errorem (i+o*)w contemnere hceat 

III. Adhibendo form ul am X art 8. ad compntum anomaliae verae ex cx- 

centrira, logy 7- ^- obnoxius erit crrori (\ + iS)o, adeoqnc log sinjp tinEy/— 
huic + bine error maxinius in deter minatione anguli v — E velo possibi- 

lis eruitur = -^-(7 +0*) tangi(v— E), siuc in seenndis cxpressus, si septem figu- 

rac decimalcs adhibentur, =(0*166+0*09 » J) tang i(f — E). Quotics excentricitas 
modica est, 3 ct tang$(v — E) quantitates paruac erunt, quapropter bacc metbc— 
dus praccisionetn niaiorem permittet , quam ca quain In I conleraplati sumus : haeece 
contra mctliodus tunc praeferenda erit, quando excentricitas Talde magna est pro- 
peque ad vnitntcm aecedit, vbi S et tangi(v — ^0 valores Talde considerabiles 
nancisei possunt Per formulas nostras, vtra metbodus alteri praeferenda sit, fa- 
cile semper decidi polerit 

IV. In determinatione anomaliae mediae ex excenlriea per /onnulam XII 
art 8. error quantitatis eaiaE, adinmento logarithmorum computatae , adeoque etiam 

5 a e sin E 

ipsius anomabac M, vsque ad j ascendcre potest, qui erroris limes si 

in secundis cxpressus desideratur per 306265" est multiplicandus. Hiuc facile eon- 
cludilur, in problemate inuerso, vbi E ex M tentando determinalur., E quantitate 
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ZuesmE AE _ _., SoeanoE 

. . , ,, . 30036a = : . aoG-j(i5 erroneam esse pos-io. otw 

X d M Xr r ' 

aequationi 25 — <• sin £=j*f omni quam tabulae permittant praeeisione satisfaotma* 

fuerit. 

Anomalia vera ifaque e media computata dnabus rationibus crronea esse 

potest, siquidem mediam taraquam exact • da tain consideramus, priino propter err 

rorem in computo ipsius v ex E comtuissum, qui vt vidimus leuis semper moment] 

est, sceundo ideo quod valor anomaliac excentrieae ipse iam erroneus esse potuit 

Eflcctus rationis posteriori* definietur per productum erroria in E 

Av 5o)esinE Av „ Saxwsint 

"^g t quod productum fit = 



-.ao6a65' =■ 



-. 206265" 



X AM -* m ' w — it 

(^sinv+i resin" v \ . , 
- — 10071s, si scptem figurac adlnbcntur. Hie error, pro va-r 

loribus paruis ipsius e semper modicus, permagnus euadere potest, quoties a ab 
vnitatc parum differ! , vti 'tabctla sequens ostendit , quae pro quibusdam valoribus 



IJ'lilUS 



e valorem 



illius expressionis exhibet. 



* 




e 




e 




0,90 


o*49 


0,94 


o' 7 3 


0,98 




°,9> 


o,48 




0,89 


o,99 


V*9 


°>9 a 


o,54 


0,96 


1,13 


°>999 


46,93 


o, 9 3 


0,69 


o,97 


t,5o 







V. In motu liyperbolico, si v per formulam III art. 21 ex F et rf/ exacte 

3o am v 

noUs determinatur, error vsque ad j .206365" ascendere potest} si vero per 

(« — i)tangi«/ 

tangi«> = ^ y — computatur, a et tft exacte notis, errons 

limes triente major erit, puta = j . 3oGs65 =0 09 sin v pro septem figuris. 

Xkt 

VI. Si per formulam XI art as quantitaa — r— — N adiumento logaritlimo- 



r, e et u vel e et F tame, 
, . . 5 (uu — i)fw 

do, pars prima obnoxia cnt erron — 1 — — , si computata est in forma 

^ 2K ""**'l '> vel errori 5 ^" U ^u " * ** coin P utata cst ia forma JjleK 



5o Libb. I. Sect. I. 

— vcl error! 3*otangF, si compntata est in forma ielangF, siquidem er- 

rorem in log J vel Iogii commisaum contemnimus. In casn primo error etiam per 

5^<alangJp, in sccuodo per -p- exprimi potest, vnde palet, in casu tertio er- 

rorcm omnium semper minimum esse, to primo autem vel secundo maior erit, 
prout « aut ^- >a vel <a, siue prout +F >36'5a' vei <36°5a'. — Pars se- 
cunda ipsius N autem semper obnoxia erit errori a. 

VII. Vice versa patct, si u vc\F exN tenUndo eraatur, u obnoxiam fore 
errori (i iocotangF) ~jjy~" , vel huic (1 -f p ) > prout membrum pn- 

mum in valore ipsius iV* vel in factores vel in partes resolutum adhibeatur; F au- 

dF 

tem errori huic (i±3«»tangF) ~JJ^~- Signa superiora post perihelium , inferiora 

ante perihelium valent. Quodsi hie pro -^jf vel pro "J]y~ substituitur ^ , 

emerget effectus hum* erroris in determinationem ipsius v, qui igitur erit 

M>tangu/(i +.5etangF)a> 66 tang yf + 5 F)o . . ... . 

jTr: aut Z -JT r » 81 q«"^ bt " auxJiaris 

u adhibita est; contra, si adhibila est F, ille effectus fit r= 
66tangy/(i ±5etangF)q o_ J (l + ecosv) 1 S^sinfCi +ecos«Q 1 
irr ~ ; | tangos' tangy* f 

Adiicerc oportet factorem 206365', si error in secundis exprimendus est. Manife- 
sto hie error tunc tantum considerabilis cuadere potest, quando y/ est angulus par- 
vus, siue « paullo maior quam i; eccc valores maxiuios huius tertiae 
pro quibusdara valoribus ipsius «, si septem figurae dcci males adhibentur: 



e 




>,3 


o*54 


M 


o,5i 




i,3i 


1,05 


3,o5 


1,01 


5i,ii 


1,OOI 


io6^,65 
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Hulc errori ex enroneo Yalore ipsius F vel u orto adiiccrc oportct errorcm io V 
detei-minatum , \t incertitude totalis ipsius v habealur. 

VIII. Si aeqnatio XI art 33. adiumento logarithmorum hyperboh'corum sol- 
Titur, F pro qtiantitatc auxiliari adhibita, eflcctus crroris in hac operatione possi- 
bilis in delcrminationcm ipsius v per siinilia ratiocinia inuenitur = 

( 1 + eco$t>) x a' 5e»ini'(i + ecos v)o 
tangy/' -i- jUangy/ 1 

vbi per o incertitudinem maximam in tabu lis logarithmorum hyperbolicorum desi- 
gnamus. Pars sccunda huius expression is itlcnlica est cum parte sccunda exprea- 
sionis in VII traditae, prima vero in ratione iot':u minor quam prima in ilia ex- 
pressionc, i. e. in ratione i:a3, si tabuJam Vrsini ad octo vbiquo figuras exact am 
siue «'=:o,oooooooo5 supponero lkcrct. 

55. 

In lis igitur sectionibni conicis, quorum excentricitas ab vnitate parum dif- 
fert, i. e. in ellipsibus et hyperbolis, quae ad parabolam proximo aceedunt, rat— 
tliodi supra expositae rum pro determinatione anomaliac verae e tempore, turn pro 

sionem non patiuutur: quin adeo errores incuitabiles , crescentes dum orbila magis 
ad parabolae similitudinem vergit, tandem omnes li mites egrederentur. Tabulae 
maiores ad plures quam septem figuras constructae banc incertitudinem diminuerent 
quidem, sed non tollerent, nec impedirent, quominus omnes Jimites supcrarct, si- 
mulac orbita ad parabolam nimis prope accederet. Prnclcrca methodi supra tradi- 
tae in hoccc casu satis molcstae fiunt, quoniam pars carum indirecla tenlamina sae- 
pius repetita rcquirit: cuius incommodi taedium vel grauius est, si tabulis maiori- 
bus operamur. Haud sane igitur superfluum erit, inethodum peculiarem excolerc, 
per quam in hoe casu inccrtituduicm illam ouilare, soloquc tabularum vulgariuin 
amniniculo praecisionem sufficicntem asscqui Iiccat 

*) Quoniam tcmpiu implicit factorem a* rcl error in At vrl JV commiuua co magis au- 
gvtar, qua maiur fucrit a — , _ ^~ , tcI b =■ tt , . 



3a Libr. I. Sect. L 

54. 

Mcthodus rulgaris, per quam Litis incommodis remedium afierri solel, *e- 
quentfbus principus inmlitor. Rcsj>ondeat in cllipsi vol hyperbola, cuius exccntri- 

citas «, seniiparanu-tcr p adooquc distantia in perilielio = — — — = ( h tcmporipost 

perihelium t anomalia vera <>; respondeat porro eidem tempori in parabola, cuius * 
semiparamrter = 3g, siue dislantia in perilielio = q , anomalia vera w , massa ft 
*ei vtrimque neglecta vel vtrimque aequidi supposila. Tunc patet haberi 

r PP dv r *y<7 ( '"' , . 

J (i+vcotv)* J (i+cos«0* —yP : V'9 

iiitegralibua a v=o et w=o iucipicutibus, siue 
■ 

/ (i + <?) dt> /■ 3dm 

(i+*cosc)Va (i+cosw) 1 



i — p 

t , g per a, langi v per <9, integrate prius inuenilur = 



5 « 



cet introduci potest i — f c — J ^. a ~ — Quum manifesto pro a = o vel 8~o 

fiat hae scries sequcntcm formam habebunt: 

«-=^ + + + etc. 

«» = M»'.ftWt*'"+(f , w'"+etc. 
vbi v', ♦<", f" etc. erunt functional ipsius v y at que w\ w", w* etc. functiones ipsius «'. 
Quolics 8 est quantitos pcrparua, hae scries celeriter conuergent, paucique termini 
sufficient ad detcrminandum ictxc, vel v ex w. Ex w inuenilur f, vel w ex r 
co quern supra pro motu parabolico cxplicauimus modo. 



35. 



Expressions anaryb'cas tritun coeHicientiiim primorum seriei secundae w" 
noster euoluit, siinulquc pro valoribus numericis duorum primorum w', u" 
tabulam ad singulos argumenti w gradus constructam addidit (Von Zacli Monatlicbe 
Corresponded, voL XII. p. 197.). Pro coefficiente primo w tabula iam ante ha- 



^(«+o).ftf+ T tf'(i— »«) — {fl»(sa- Zaa) + T 0 T (5«a— 4a') — etc.^ 

posterius = tang ito + y tang I w*. Ex hac aequationc facile est determinare w per 
a et o, atque per a ct (f , adiumento serierum infinitarum : pro a si magis pla- 
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bebatur a Simpson computet*, quae open clor. Olbcrs supra laudato annexa est. 
In plerisque casibus liacce mclhodo adiumento tabulae Bessehanae anomaliam vc- 
ram e tempore praecisione suflicicnte determinare beet: quod adbuc desiderondum 
reUnquitur, ad haecce fere momenta reducilur: 

I. In problemate inuerso, temporis puta ex anomalia vera determination c 
ad methodum quasi indirectam confugere atqun w ex v tentando deriuare oporteL 
Cui incommodo vt obiieniretur, series prior eodem modo tractate esse debt-ret ac 
sccunda: et quum facile perspiciatur , — v esse eandem functionem ipsius v, qua- 
lis w est ipsius w> ite vt tabula pro w signo tanlum mutato pro v inscruirc pos- 
sit, nihil iam requireretur nisi tabula pro v" , quo vtrumque problcma aequali prae- 
cisione soluere Uccat. 

II. Interduin vtique occurrere possunt casus, vbi excentricitas ab vnitale 
paruro quidem differt, ita vt methodi genernles supra exposilae praerisionem haud 
suilicicntem dare videantur, nimis teiuen etiamnum, quam vt in rauthodo peculiari 
modo adumbrate cflcctum potcstatis tertiae ipsius S alUommque tuto contemnere li- 
ceat. In motu imprimis hyperboUco eiusmodi casus sunt possibiles, vbi, 6iue illas 
methodis adoptes siue banc, errorem plurium sceundonun euitare non possis, si- 
quidem tabulis vulgaribus tantum ad scplem figures constmctis vteris. Etiamsi vero 
buiusmodi casus in praxi raro occurrant, aliquid ccrtc dcesse vidcri posset, si in 
omnibus casibus anomaliam vcram intra o*t aut saltern o'a dctcrminarc non licercl, 
nisi tabulae maiorcs consulercntur, quos tarn en ad Iibros rariorcs refcrendos esso 
constat Haud igitur prorsus superfluom visum iri sperainus expositionem methodi 
peculioris, qua iamdudum vsi sumus, quaeque eo etiam nomine se coinmendabit, 
quod ad excentricitetcs ab vnitete parum diucrsas baud liraiteta est, sed bocce sal- 
tern respectu appu'eationem gcneralcm patitur. 

» < 
36. 

Anteqnam hone methodum cxponere aggrediamur, obscruare conueniel , in- 

certitudinom methodorum generalium supra traditamm in orbitis ad parabolae simi- 

litudinem vcrgentibus sponte desinere, simulac E vcl F ad magnitudincm conside- 

rabilem incrcucrint, quod quidem in magnis demum a Sole distontiis fict. Quod 

vt ostendamus, errorem maximum in cllipsi possibilem, quern in art 3a, IV in- 

7>oeaimv 5(->e\/(i — ee). sin E „ 

vemmus } - . aoGa65 ita exhibemus t-. -pr^ .ao6a6o , vndc 

* » x ^ l — e cos Li ) 

5 



34 



LlBB. I. SBCT. I. 



aponte patet, errorem arctis semper limitibus circumscriptum esse, aimulac B T»- 
lorem eonsiderabilem acquisiuerit, sine aimulac cos E ab vnitate magis reccascrit, 
quantumuis magna sit excentricitaa. Qnod adhuc luculentius apparebit per tabulam 
sequenlem, in qua valorem numericnm maximum iatius formulae pro 
valoribus determinalis computauimus (pro septem figuris dccimaUbua): 

E = io° error maximua = 5"oi 

0,76 
o,3* 

o,»9 
0,12 
0,08 



so 
3o 
4o 
5o 
60 



Simili inodo rca se habet in hyperbola, rt atatiin apparct, ai expresaio in art 39. 

... ocosF(co*F+3esinF)\/(ee-— 1) 
V 1J cruta sub banc formam pomtur 5 — ^ , coa/* ' ? flo6a65 . 

Valores maximos huiua expreasionis pro quibusdam valoribus determlnatis ipsius F 
exhibet: 



'1 


u 


•nor ■isnnm* 


• 

10 


>»»9» 


o,83a 


8*66 


90 


1,498 


0,700 


i,38 


3o 


1,73a 


0,577 


0,47 


4o 


9,i44 


o,466 


0,99 


5o 


9,747 


o,364 


0,11 


60 


3,739 


0,968 


0,06 


70 


5 ? 6 7 i 


0,1 76 


0,09 



Quotiea itaque E vel F vltra 4o° vel 5o* egreditur (qui tamen casus in orbitia a 
parabola parum discrcpantibus baud facile occurret, quum corpora coelestia in ta- 
hbus orbitia incedentia in tantis a Sole distantiis oculis nostril plernmque se subdu- 
cant), nulla aderit ratio, cur methodum generalem deseramua. Ceterum in tab' 
casu eliara series de quibus in art 34. egiinua nunia lento conuergercnt : neutiquam 
igitur pro defectu methodi nunc explicandae baberi poteat, quod iia in 
bua adaplaU eat, vbi E vel F vltra volorea 
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S7. 



E — esin.fi = 



rbi E in partibus radii expressom supponimus. Facto rem abbinc oraiUe- 

mus; si vmquam casus occurreret, vbi eius rationem habere in potcstatc operae- 
quc pretinm esset, n'gnnm t noa tempus ipsum post perihelium, scd hoc tcmpus 
per v^( 1 +/t*) multiplicatum exprimere deberet Design am us p«rro per q distan tiara 
inperihelio, et pro .Bet sin £introducimus quantitates 2? — sinUeti? — t*»(-E — ainE) — 
JbE+tts sin£: rationem cnr has potissimum cligamus lector attcntus ex sequenti- 
bus sponte deprehendet Hoc modo aequatio nostra formam sequentem induit: 



(1— e)(S*E+ T <tainE) + {E — sin E) =tt ^ ' * ^ 

Quatenus E vt quantitas parua ordinis primi spectatur, erit A E+ sin E =E-— 
A^'+txVs^'— etc. quantitas ordinis primi, contra E—ainE = *£»— T i«£' + 
j-jft E" 1 — etc. quantitas ordinis tcrlii. Stauiendo itaque 
6(g— sini?) _A£+jVsin^ 
AE+frunE *y/A ~ B 

erit 4^=£*— T V-E* — T^»a-E*— etc. quantitas ordinis secundi, atquo B = 
i+xx«*£ 4 — etc. ah vnitate quantitate quarti ordinis diuersa. Aequatio nostra 
autem nine fit 

B (.(.— M' + AO+g.M 1 ) = kt (-^y • [»] 

Per tabulas rulgares trigonometrical A£+ T V«in E quidem praecisiono sufficiente 

calculari potest, non tamen E — sin£, quoties £ est anguius parous: hacce igitwr 

via quantitates A et B satis exacte determinare non liceret Huic autem difltcultati 

aflerret tabula peculiaris, ex qua cum argumcnto E aut ipsum B aut Io- 

» ipsius B exeerpere possemus: subsidia ad constructioncin talis tabulae 

neceasaria cnique in analysi vcl mediocriter Tcrsato facile se offerent 

to acquationis 

9E+unB _ 
aoJJ —V* 

, etiam tfA, atqne liinc t per formulam [1] omni quae drsidcrari potest 
determinare liceret. 



56 



Libiu I. 8sct. I. 



Eccc specimen talis tabulae, quod saltern leutam augnientationem ipsius 
log B manifestabit : supcrfluum esset, tunc tabulam maiori extensions elaborare, 
infra enim tabulas formae multo commodioris descripturi sumus : 



E 


log B 


E 


log JJ 


E 


log B 


o" 


0,0000000 


35° 


0,0000168 


5o° 


0,0003675 


5 


00 


3o 


o34g 


55 


3gio 


]<> 


o4 


55 


o645 


60 


55a 6 


10 


9a 


4o 


»°99 






20 


69 


45 


1708 







38. 

Haud inutile erit, ea quae in art praec. sunt tradita exemplo ill tut rare. 
Propositi sit anomalia vera =100", excentricitas =0,96764567, log q = 9,7606500. 
Cccc iam calculmn pro Ji t B t jl et t : 
log tang if 0,0761865 

9.«°799»7 



loglangi-£ 9,18*1792, vndc $E = 8'4i'i9*5a, atque E = i7*aa'58*64. 

Huic valori ipsius E rcspondct log B = o,ooooo4o ; porro inuenitur in parti bus ra- 
dii E= 0,5053998, sin E= 0,3986645, vnde ^ 3 sinis=o,i5i-*i5o, cuius 
logarithm us =9,1801689, adeoque logy/* =9,18016*9. Hinc deducitur per for- 
ntulam [1] art praec. 

SB ^~ .2,45896.4 1 og-^t9fL(- T ^ ^ ) , 3,760,038 

..9,1801619 \ogj4l 7,54o4g47 

log 19,98014 



log A* 

log 43.56586 
19,98014 



" = 1,6591360 



= i,5oo5985 



63,54 4oo — t 

Tractando idem exemplum secundum metliodum rulgarem, inuenitur « sin B in se- 

cimdis = 59610*79 = ib c 55'3o'7g, rude anoraalia media =49*7*85 =2917*85. 

■ 



Ilinc et cx log* ^ ' ^ 9 j = i,66643oa deriuatur t — 65,54 iio. Differentia, 
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hie tantum est T o*t» pars vnius diei, conspirantibus erroribus facile triplo 
vel quadruplo maior euadrrc potuissct 

Cetcrum patct, solo adiumento talis tabulae pro log B cliam problcma in- 
versnm omni praecisiono solui posse, determinando E per tentamina repctita, ita 
vt valor ipsius / inde calculatus cum proposito congruat Sed liaec opcratio satis 
molesta foret: quamobrem iam ostendemus, quoraodo tabulam auxiliarcm multo 
commodius adoraarc, tentamina vaga onuiino euiiare , lolutuque calculum ad algo— 
rithmum maximc concinnum atquo expeditum reducere liceat, qui niliil dcaideran- 
dum relinquere videtur. 

5 9 . 

Dimidiam fere partem labor is quern ilia tentamina rcquirerent abscindi posse 
statim obuium est , si tabula ita adomata habeatur , ex qua log B immediate argu- 
ment A desumcre liceat Trea tunc superessent operationes; prima indirecta, 
puta detcrminalio ipsius A, vt aequationi [i] art 37 salisfiat; secunda, determina- 
te ipsius E ex A et B, quae fit directe vel per aequationem E = aB (^*+ T ' x y/*), 

▼el per hanc sin E = 2 B (A* — IA^); tertia, determinatio ipsius v ex E per aequ. 
VII. art 8. Operationem primam ad algorithmum expeditum et a tentamirubus va- 
gis liberum reduccmusj secundam et tcrtiam vero in vnirara contrahemus, tabulae 
nostrae quantitatem nouam C iiuerendo, quo pacto ipsa E omnino opus non habe- 
bimus, simulquc pro radio vectore formulam elegantem et commodam naiiciscemur. 
Quue singula ordine suo iam persequemur. 

Primo aequationem [1] ita transformabimus, vt tabulam Barkerianam ad 

eius solutionem adhiberc liceat. Statuemus ad hunc fincm A* — tang \ u> y/ ^ > 
vnde fit 7 5tang,„ + 2 5tang t ^ = 1 Sl «l* + ™ = Jg- 

design ando consUmtem 5 per a. Si itaque B essct cognila, w Ulico 

ay* 

e tabula Barkcriana desumi posset, vbi est anomalia vera, cui respondet motua 
mediu, ex • deriuabitur A per formulam A^ftU*^, designan 

5 — 5« 

stantcm — ^ ~ per /?. Iam etsi B demum ex A per tabulam nostram 
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rem innotescat, tamen propter perparuam ipsius ab mitate differentiam praeoidere 
licet, w et A leui tan turn errore affectas prouenire posse, si ab initio diuisor B 
omnino negb'gatur. Detenninabimus itaqae primo, leui tan turn calamo, w et A, 
atatuendo B = i ; cum valore approximate ipsius A e tabula nostra auxiliari inue- 
nicmus ipsam B , cum qua eundem calculum exactius repetemiu; plerumque re- 
spondebit valori sic correcto ipsius y/ prorsus idem valor ipsius if, qui ex approxi- 
mate inuentus erat, ita vt noua operationis repetitio superflua sit, talibus casibut 
exceptis, vbi valor ipsius E iain valdc considerubilis fucrit. Ceterum vix opus erit 
monere, si forte iam ab initio Talor ipsius B quomodocunque approximates abunde 
innotuerit (quod semper fiet, quoties e pluribus Iocis haud multum ab inuicem di- 
stantibus computandis, vnus aut alter iam sunt absoluti) praestare, hoc «ta:im in 
prima approximatione vti: hoc modo calculator scitus aaepissimc ne vna quidem 
calculi repetition e opus habebit Hanc cclcrrimam approximationem inde assecuti su- 
mus, quod B ab 1 differentia ordinis quarti tantum distat, in coefficient em per- 
paruum numcricum insuper multiplicata , quod commodum praeparatum esse iam 
pcrspicietur per introductioncm quanlitatum E — sin 2?, fgE + J 9 rinE loco ipsarum 
E, isini'. 

4o. 

Quum ad operationem tertiam, puta dcterminationem anomaliae verae, angulus 
E ipse non requiratur, sed tantum tang*£ siue potius log tang*.E, operatio ilia < 
secunda commode iungi possot, si tabula nostra immediate suppeditaret 

mum quantitatis 1 uae 1 quanlitate ordinis secundi difiert Maluimus 

tamcn labulam nostram modo aliquantxdum diuerso adornarc, quo extensione mi- 
nuta nilu'Iominus interpolationem multo cotnniodiorem assecuti sumus. Scribcndo 



i5(E — sin E) 

brcuitatis gratia T pro tangi£ l , valor ipsius A in art. 07 traditua — 9 B+uaE ~~ 



facile transmulotur in 

_ t T*+ %T*— ^T*-H4 7"— etc. 

vbi lex progressionis obuia est. Hinc deducitur per conucrsionem serierum 
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A 

Statuendo igitur -jT — i — $A+C, erit C quantitas ordinia quarti, qua in tabu- 
lam no* tram recepta, ab A prolinus tranaire possumua ad v per 



*+« ytangjw> 
tangiv= ^——. >/ i _, y , /+c = V(l _ UI+C) 

5 + 5e 

deaignando per y constantem \/ g ■ Hoc modo aimul lucramur calculum per- 

commodtun pro radio vcctore. Fit eiiim (art 8, VI) 

_ qconiE' q (i— jA+C)q 

r ~ cosiv* - (i + Z>os,^ ~ (i+i^+CJcosi?* 

4i. 



Nihil iam super est, niai vt etiam problema inuersum , puta dcterminationcm 
temporis ex anomalia vera, ad algorithinum expediuorem reducamus: ad bunc 
finem tabulae nostrae column am nouam pro T adiecimua. Computabitur itaquc 



primo T ex v per formulam T= \ + ° tang^v*; dein ex 

mento T deaumetur A et log B t aiue (quod exacting, imo etiam commodius est) 

CetlogJ, atque hinc A per formulam A = — 1+ ; tandem exAetB erue- 

rur t per formulam [1] art 5j. Quodai hie quoque tabulam Barkerianam in vnim 
vocare placet, quod tamen in hoc problcmate inuerso calculum minus subleuat, 
non opus eat ad A reapicere, sed statim habctur 

tangl„=tangW y ^ T) 

/, multiplicando motum medium anomaliac verac w in tabula 
B 



Barkeriana respondentcm per 



4s. 



Tabulam, qnalem hactenns deacripsimus, extenaione idonea construximus, 
operique huic adiecimua (Tab. I.). Ad ellipsin sola para prior spectatj partem al- 
teram, quae motum hyperboUcnm complectitur , infra explicabimna. Argumentum 
tabulae, quod eat quantilas A, per aingulaa partea milleaimaa a o vaque ad o^oo 
progreditur; sequuntur log B et C, quaa quantitatcs in partibua iooooooo" 1 *, aiue 
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ad septero Figuras dccimales expressas cubintelligero oportet :cifrae enim primae, 
figuris aignificatiuis praeeuntes, suppressae sunt; rolumna dcniquc quarta exhibet 
quantitatem T prirao ad 5 <lein ad 6 figuras computatam , quae praccisio abunde 
sufikit, quum haec columna ad eum tantummodo vsum requiralur, vt argumento 
T valores respondentes ipsius log B et C habeantur , quotics ad norm am art. praec. 
/ ex v delcnninare lubct. Quum probleraa inuersum, quod longe frequentioris 
vsus est, puia dcterminatio ipsius v ct r ex f, omnino absque quanu'tatis T sub- 
siilio absoluatur, quantitatcm A pro argument© tabulae nostrae eligere maluimua 
quain T, quae alioqutn argumcnlum aeque fere idoncum fuisset, imo tabulae con- 
atructioncm aliquantulum facilitauissrt. Haud superfluum erit monerc, omnes ta- 
bulae numcros ad decern figuras ab originc calculates fuisse, septemque adeo figuris, 
quas liic damus, vbiquc tuto con Oder e liccre; mcthodis autem analyticis ad liunc 
laborem in vsum vocatia hoc loco immorari non possnmus, quarum explication© 
copiosa nimium ab instituto nostro distraberemtir. Ceternm tabulae extensio omni- 
bus casibus, vbi mcUiodum bactenus expositam sequi prodest, abunde suiBeit, quum 
vltra limitem si=o,3, cui respondet 7=0,399574 siue £—§±7, methodis artifi- 
cialibus commode vt supra ostcnsuin est abstinere liceat 

43. 

Ad maiorein disquisilionum praecedentium iliiistrationem excmplura calculi 
complcti pro anomalia vera ct radio vectore ex tempore adiicimus, ad quem Cnem 
niuneros art 58. resumemus. Statuimus ilaque ^=0,9676 ifitij, log<7= g,7(5565oo, 
/ — 63,544oo, vnde primo deducimus constantes Ioga=o,5o5a357, logf?=8,sa 1 756*, 
logy =0,0028755. 

1 

rlinc fit log a/ =2,io83ioa, cui respondet in tabula Barkeri valor approxi- 
matus ipsius «»=99*6', vnde deriualur y/=o,99<|a(>, et ex tabula nostra log B — 
o,oooooio. Hinc argumcnlum correctum quo tabulum Darken inlrare oportet lit = 

log-^-=9,io83o69, cui respondet «-=99 <, 6'i3"ii; dein calculus vltcrior i(a so liabet: 
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logUng i w* 0,1 385954 log Ung i w 0,0699967 

log/? 8,aa 1 7564 logy 0,0028755 

log^/. 8,5600298 jComp . l og 1 — f A+C... . 0,00 1 01 45 

jtf = 0,09992608 log tang if. 0,0761865 

lunc log 2? perinde vt ante; iv = 5o* o' o* 

C = o,ooooa43 v = too o o 

1— M+C = 0,9816833 logy 9,-6565oo 

1 + r A+C = 1,00 i6o<j t a Comp. log cos J v o,383865o 

Iogi — }A+C. 9,9919714 

C. log 1 + } A+ C. .9,9980028 

logr. 0,1594892 

Si in hoc calculo factor B omnino esset neglcctus, anomalia vera crrorusculo 0*1 
tantum (in excessu) prodiissct aflecto. 

44. 

Motum hyperbolicum eo breuiua absoluere licebit , quoniam methodo ei quam 
harlemu pro motn elliptico exnosuimtis prorsus analoga tractandua est Acquatio- 
uitcr tciupus / atque quantitatem uuxiliarcm u forma sequente exliibemus: 



0 + * iog«)+( T V+V 8 0 £)— log«) = it ('-y 1 ) 1 



1 , 



vbi logaritlimi rant hyperbolici, atque A (a — -7)+ A log" quantitas ordini* primi, 



J(« — — ) — logK quantitas ordinis tertii, aunulac logu tamquam quantitas parua 



ordini* primi spectatur. Staluendo itaquo 



6 •-)— log«j ^-)+Alogu 

; = 4 ^' wa = 

,■,(«—-)+ A log u 



erit A quantitas ordinii secundi, B autcm ab vnitatc difTcrcnlia ordinis quarti dis- 
crepabiL Aequatio nostra tunc formam sequentcm induet: 

2?( 2 ( c -.)^* + A(i T9 *M*)=fc(^)* iA 

quae acquationi [1] art. 57 prorsus analoga cat. Statucndo porro^ " u +l ^ = T, 

6 




erit T ordinis 

— = i + M+ttt^*— tW+ttHyt'* 4 — rWrVrVr^'+eta Quamobrexn 

ponendo-y-=;i+f^/+C, erit C qnantitas ordinis quarti, atque A— ^ ^ 

Denique pro radio vectore ex aequ. VII art 2 1 facile scquitur 



7 (i+jA+Qg 



45. 

Pars posterior tabulae primae operi hnic annexac ad motum hyperboli- 
cum spectat, Tt iam supra monuimus , et pro arguroenlo A (vtrique tabulae parti 
communi) logarithmum ipsius B atque quantitatem C ad septem figuras decimalrs 
(cifris praeeedentibus omissis), quantitatem T vero ad quinque dein ad sex figuras 
sistit Extensa est Baec pars, periods vt prior, vsque ad A=.o,5oo y cui respon- 
det T=: 0,241207, u = 2,900 vel = 0,5*1, JF=jh 52*19'; vlterior extensio «u- 
perflua fuisset (art 56.) 

Ecce iam ordinem calculi turn pro dctcrminatione temporis ex anomab'a vera 
turn pro determinationc anomaliae verae ex tempore. In problcmate priori habe- 

bitur T per formulom T — tangl^; ex T tabula nostra dabjt log J? et C, 

(t + C) T 

vnde erit A = t , y, ; liinc tandem per formulam [2] art. praec. inuenictur /. 

In problemate posteriori computabuntur primo logaritbmi constantium 
a — 1 

*r 

5e — 5 
* ~~ » + 9« 
_ 5c+5 

y — * i+9« 

Tunc dcterminabitur A ex. I prorsus eodem modo vt in motu elliptico, ita sciliret 
vt motui medio ~g~ * n tabula Barkeri respondeat anomalia vera u> atque fiat A = 
ftUngiw*; eruetur scilicet primo valor approximate ipsius A neglecto vel si sub- 
sidia adxunt aestimato factore B; liinc Ubula nostra suppcditabit valorem approxi- 
mation ipsius B, cum quo operatio repetetur; valor nouus ipsius B hoc modo pro- 
diens vix vniquam correctioncm scnsibilem passus, Deque adco noua cahuli itera- 



Digitizedby.Googl 



JlELATIoNES A» EOCVM SIMPLICEM IN OnniTA SPECT ANTES. 45 



tio necessaria eril. Correcto valore ipsius ^/ e tabula desumctur C, quo facto ha- 
bebitur 

**"«**'- ' (»— t^+C)cosJv» 

Patct bine, inter formulas pro motu elliptico ct hypcrbolico nullam omnino diffe- 
renuam rcpcriri , si modo 8, A et T in motu hyperbolico tamquatn qnantitatcs noga- 



46. 

Motuni hyperbob'cum quoque aliquot exempli* illustrauisic baud inutile erit , 
ad quern fincm numeros arlt. 35, 26 restimetnus. 

I. Data aunt e = 1,2618820, log 17 = 0,0201657, v = i8*5i'o*: quaorilurf. 
Habemus 

9 log tang iv 8,4 ioao 1 8 log T. 7,5o38375 

I g e+i 9 > OOJOJ 7 c.logi— 47*. 0,0011099 

log'/'. 7 ,5o583 7 5 l og ^. 

7,5019476 

T = o,oo3igo34 
log B = 0,0000001 
C= o,oooooo5 

lo « *✓(«-*) 9 » 586644 * 1«« hi \7= r) 9 > 8 84358a 

log A y 8 )7 5a 4? 3 8 log.^^ 6,a574ai4 

log 13,77584 = i,i3gn8a log o,i386o5 = <},i-*i7796 
o,i386i 



i3,gi445 = t 

II. ManenUbua e et q Tt ante, daiur r = 65,4i936, quaeruntur v et r. 
Tnuenimus logaritlunoa coastantium 
log a = 9,97583 *5 
log/3 = 9,oa5i649 

logy = 9,9807646, . 

Porro prodit log a t = 1,7911945, vnde per tabulam Darken Talor approximator 

ipsiua w— 70*51' 44*, at quel liinc A = o,o5ag83. Huic A in tabula nostra re- 

ctt 

apondet log.B = 0,0000207; vnde log -jj- = 1,7914756, Talor eorrcctus ipaius 
M» = 7o*5i'56*86. Calculi operation es reb'quae ita se babent: 
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a log tang \u> 9,6989098 log tang iu> 9,8494699 

log^ ■ • ■■9,oa. l ">i6'i9 log y 9,9807 6 46 

log'' 8,7a4io4 7 % c . log 1 + 1 y j+ C 9 , 990960a 

A — 0,05997911 log tang if 9,8911947 

\ogB vt ante \v = 33*3i'3o"o* 

C = 0,0001 a. r >2 v = 67 3 o,o4 

i+$sJ+C = i,o4a5o85 logy 0,0301657 

1— \A+C =1 0,989599* 2C.logcos*> 0,1580378 

logi +is/+C. 0,0180796 

C.logi — \j4+C. 0,00437 13 

log/- o,aoo8544 

Quae supra (art. 36.) inueneramus v — BfiB^'-ji, log r =o,aoo854i , minus ex- 
acts, sunt, proprieque euadere debuieset f = 67° 5' 0*00, quo ralore supposito valor 
ip*iu» / per tabula* maiores fuerat compulatu*. 
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SECTIO SECVNDA 

Relatione* ad locum * imp liccm in spatio spectantes. 

47- 

In sectione prima de motu corporum coelcstium in orbilis sum actum est, 
nulla situs, quern hao orbilac in spatio occupant, ration© habita. Ad hunc sitnm 
determinandum, quo rclationcm locorum corporis coelcstis ad quaeuis alia spatii 
puncta assignare liceat, manifesto rcquiritur turn situs plani in quo orbita iacet re- 
spectu cuiusdam plani cogniti ( e. g. plani orbilac telluris , eclipticae ) , turn situs apsi- 
dum in illo piano. Quao quum commodissimc ad trigonometriam sphaericam re— 
ferantur, superficiem sphaericam radio arbilrario circa Solem vt centrum dcscri- 
ptam fingimus, in qua quoduis planum per Solem transiens circuliun maximum, 
quaeuis autem recta e Sole ducta punctum depinget Planis aut rectis per Solem 
ipsum non transeuntibus plana rectasque parol] elas per Solem ducimus, circulosquo 
maximos et puncta in sphaerae superucie his respondentia etiam ilia repracscntare 
concipimns : potest quoque sphaera radio vt rocant infinito magno descripta supponi, 
in qua plana rectaeque parallelae perinde repracsentantur. 

Nisi itaque planum orbitae cum piano eclipticae coincidit, circuli maximi 
illis planis rcspondcntcs (quos etiam simplicitcr orbitam et eclipticam vocabimus) 
duobus punctis se intcrsccant , quae nodi dicuntur; in nodorum altero corpus e Sole 
visum e regione australi per eclipticam in borealem transibit, in altero cx bac in 
ill am reuertet; nodus prior ascendent, posterior descenderu appellatur. Nodorum 
situs in ecliptiea per eorum distantiam ab acquinoctio vernaU medio (lorigitudinem) 
secundum ordiuem signorum niuneratam assignamus. Sit , in Fig. 1 , £J nodus as- 
cendens, A&B pars eclipticae, C&D pars orbilac; motus terrae et corporis 
coelestis fiant in directionibus ab A versus B et a C versus D, patetque angulum 
sphaericum, quem &D facit cum QB, a o vsque ad 180° crescere posse, neque 
tamcn vltra, quin ft nodus ascendens esse desinat: hunc angulum inclinalionem 
orbitae ad eclipticam dicimus. Situ plani orbitae per longitudinem nodi atque in- 
clinalionem orbitae determinate, nihil aliud iam requiritur, nisi distanlia perihelii 
a nodo ascendente, quam secundum ipsam directionem motus numeramus, adeoque 
negatiuam siue inter 180* et 36V assumimus, quoUes perihelium ab ecliptiea ad 
austrum situm est. Notentur adliuc expressiones sequentes. Longitudo cuiusuis 
puncti in circulo orbitae numeratur ab eo puncto, quod retrorsum a nodo ascen- 
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dente in orbita tantnndem distat, quantum ae-quinoctium Ternale ab eodem puncto 
rctrorsuin in ecliptica: hinc longitudo perihelii crit surama longitudinis nodi et di- 
stantiac perihelii a nodo; longitudo vera corporis in vrbita autcm summa anoma- 
liae verae et longitudinis perihelii. Denique longitudo media rocatur summa ano- 
maliae mediae et longitudinis perihelii: liacc postrema expressio manifesto in orbi- 
tis elliplicia tantum locum habere potest. 

48. 

Vt igitur corporis coelestis locum in spatio pro quouis teuipons momcnto 
assignare liceat, sequcntia in orbiu elliptica nota esse oportebit 

I. Longitudo media pro quodam temporis momcnto arbitrario, quod epo~ 
cha rocatur: eodem nomine intcrdum ipsa quoquo longitudo designatur. Plerum- 
quc pro epocha cligitur initium alicuius anni, scilicet mcridies i. bmuarii in anno 
bissextili, siue mcridies 5i. Decembris anno communi praeccdentis. 

II. Motus medius inter eertum temporis intcruallum, e. g. in vno die so- 
lar i medio, siue in diebus 565, 363 J aut 56535. 

III. Semiaxis maior, qui quidrm omilti posset, quotics corporis mossa aut 
nota est aut ncgligi potest, quum per niolum medium iam detiir (art. 7): comiuo- 
ditalis tamen gratia vterquc semper proferri solet 

IV. Excentricitas. V. Lougitudo perihelii. M. Longitudo nodi asoendentis. 
\1J. Inclinatio orbitae. 

Haec septcm momenta vocantur element a motus corporis. 
In parabola et hyperbola tempus transit us per perihclium clcmcnti primi 
vice fungetur; pro II tradentur quae in his srcliomim conicaruni gencribus motui 

medio diurno annJoga sunt (v. art 19; in motu hyperbolico quantitas itb 'art a3). 
In hyperbola elementa reliqua perinde relineri poterunt, in parabola vcro, vbi axis 
maior infmitus atque excentricitas = 1 , loco dementi III el IV sola distantia in pe- 
rihelio profcretur. 

Secundum vulgarem loquendi morcm inclinatio orbitae, quam nos a o Tsquo 
ad 180* numcramus, ad 90 s tantum extenditur, atque si an gu I us orbitae cum arcu 
Q,B (Tig. 1) augulum rectum egreditur, angulus orbitae cum arcu &j4 (qui est 
illiiu complementum ad 180" tamquam inclinatio orbitae spectaturj in tali tunc casu 
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addere oportebit, motum esse retrogradum (veluti «i in fignra nostra UftF par- 
tem orbitae repracsentat), vt a casu altero vbi motus direct us dicitur distinguarar. 
Longitudo in orbiU tunc ita nuinerari solet, vt in & cum longitudine huius puncti 
in ecliptica conueniat, in direclione ftF autem dec-reseat; ptuictum initiate itaque 
a quo longitudines contra ordinem motus muncrontur in directione ft/* 1 tantundem 
a SI distat, quantum aequinoctium vernale ab eodem ft in directione S\A. Quare 
in boc casu longitudo perihelii erit longitudo nodi deminuta distantia pcriliclii a 
nodo. Hoc modo alteruter Ioquendi vsus facile in alterum conuertitur, nostrum 
autem ideo practulimus, vt distinctions inter motum directum et retrogradum su- 
persedere, ct pro vtroque semper formulas easdem adhibcre possemus, qitum vsn* 
vulgaris saepenumcro pracccpta duplicia requiruL 

Ratio simplicissima , puncti cuiusuis iu superficie sphuerac coclcstis situm re- 
spectu eclipticae deternunandi, fit per ipsius distantiam ab ecliptica (latitudinem) t 
atque distantiam puncti, vbi ecliptica a perpendiculo demisso secatiur, ab acquino— 
ctio (longtiudinem). Latitudo, ab vtraque eclipticae parte vsque ad go° numerata, 
in regione boreali vt positiua, in australi vt negatiua spectatur. Respondcant cor- 
poris co el cs lis loco hcliocentrico , i- e. proicctioni rectae a Sole ad corpus ductae in 
sphaeram coelestem, longitudo 2, latitudo /J; sit porro u distantia loci bcliocen- 
trici a nodo ascendenle (quae argument urn latitudinit dicitur), 1 inclinatio orbitae, 
ft longitudo nodi ascendentis, babebunturquc inter 1, «, /J, 2 — ft, quae quantita- 
tes erunt partes trianguli sphaerici rectanguli, relationes sequentes, quas sine vlla 
restrictione valere facile euincitur: 

I. Uatg{2 — ft) = cm i tang u 

II. tang/? = langisin(^— ft) 
HI. sin (} = sin i sin u 

IV. cosu = cos/9 cos(J! — ft) 
Quando i et u sunt quantitates datae, 2 — ft inde per acqu. I delermiiiabilur, «c 
dcin /? per II vel per III, siquidem /? non nimis ad +.90 0 appropinquat ; foraiuJa 
IV si placet ad calculi confirmationem adhiberi potest Cetertim formulae I et IV 
docent, 2 — ft et u semper in eodem quadrante iaccre, duoties i est inter o et 90*; 
contra 2 — ft et 36o — u ad cundem quadrantem pertincbunt, quoties i est inter 
90* et 180% due, secundum vsum rulgarcm, quoties mollis est nlrogradus : hinc 
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ambiguitas, quam detenninatio ipsius X — & per tangentem secundum formulam I 
relinquit, sponte tollitur. 

Formulae sequentes e praecedentium combinations facile deriuantur: 

V. sin (« — X + SI) = a sin i i* * sin « cos (2 — SI) 

VI. sin(« — X+Sl) =tong4isin/?cos(;. — SI) 

VII. sin(«— i + fl) = tang J i tang /? cos u 

VIII. sin(« + ; — Si) = 9 oos it* sin u cosy— &) 

IX. tin (u + A — Si) = cotangii sin ,9 eos(^ — SI) 

X. tm(u + X — Q) =z cofangi i tang /J cos« 

Angulus u — X + Q> quotics i est infra 90% aul u+X — ft, quoties i est vllra 90°, 
secundum vsum Tulgarem reductio ad ecliplicatn dicitur, est scilicet differentia in- 
ter longitudinem heliocentricam X atque longitudinem in orbita quae secundum ilium 
vsum est $l-±«, (secundum nostrum &+«). Quoties inclinatio vel parua est vel 
a 180 0 parum diuersa, isU reductio tamquam quantita* secimdi ordiiu* sprctari 
potest, et in hoc quidvm casu praestabit, fl primo per formulam III ac dein X per 
VII aut X computare, quo pacto praccisionem maiorem quam per formulam I as- 
sequi licebit. 

Drni isso perpendiculo a loco corporis coclrstis in spatio ad planum cclipli- 
cae, distantia puneti iiitersectionis a Sole dUlantia curtata appellatur. Quam per 
r' t radium vcclorem autcm per r designando, babebimu* XI. r' = rcos/3 



5i. 

Exempli caussa calculum in artt. i5, i4 intlioalnm , cuius numcros plan eta 
lunonis suppeditaaerat , vltcrius continuabimus. Supra inueneramns anoinaliam re- 
ram 5i5 0 i'a3"o3, logarithmum radii vectoris 0,5359877: sit iam » = i5°ti' *4* 10, 
distantia pfrihelii a nodo = a4i 0 10' 90*57, adeoque « = 196*1 1' 45*59 ; denique sit 
Si = 171° 7' 48*73. Hinc habemus: 



log tang u 9,46.'io575 

log cos i. g,9885a 66 

log tang (J— SI) 9,45ij>83g 

A— SI — i95*4/4o'a5 
X = 6 55 38,98 

logr 0,3339877 

tp geoaff 9,9991389 

log/. o,3a5n66 



log sin — SI) 9,4348691 n 

log tang 1 9,3673305 

log tang /3 8,8090996 n 

0 = — 5°57'4oo3 
log cos (i. 9,9991389 

log cos {X — SV 9,ofl3a8. r >a n 

9,98a »i h n 

log cos « 9,98a4i 4i n 
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Calculus secundum formula* III, VII ila se haberet: 

logsuiw g,4'»5i7ii n logtangi/ 9,o6o4a59 

log sin 1 9,3557:170 log tang 8,8030995 n 

log sin/? 8,8012984 n log cog u . 9,98a in 'n n 

=—S° 37' 4o' oa log sin ^n — i* SI).. .7,8*49395 

= o°24'3'54 
A— ft = ig > 47 <k>,a5 

5 a. 

Spetlando i et u tamquam quantifies variabiles, diffcrentiatio aequationis HI 
art 5o suggerit: 

cotong /?d /? = cotang i d * + cotang u d u 



XII. d fi = sin (J — ft) d < + sin / cos {1 — J}) d it 
Perindc per diflercntiationcm aequationis I obtinemus 

XIII. d (1 — ft) = — tang/3 cos (i— ft; d i + d « 
Dcnique e diflerentiatione aequationis XI prodit 

dr = cos/?dr — rsinfid(J, siue 

XIV. dr = cos^tlr — rsin/Jsin(>l — JJ) d/ — r sin /? sin i cos [A — ft)d« 

In liac vltinia acquatione Tel partes quae continent di et d« per 2062G5* sunt diui- 
dendac, vcl rcliqnac per hunc iiiimeruni mulliplicandac, si mutationcs ipsarum * et « 
in tninutis secundis cxprcssac supponuntur. 

53. 

Situs puncti cuiuscunque iu spalio commodissiine per distantias a tribus pla- 
nis sub angulis rectis se secantibus dcterminatur. Assumendo pro planoruut vno 
plunum cclipticac, dcsignandoqitc per z distantiam corporis coclestis ab hoc piano a 
parte borcali posit iue, ab australi negatiue sumendain, manifesto liabebiinus z~ 
r tang /? = r sin /? = r sin i sin?/. Plana duo reliqua, quae per Solcm quoque dncta 
supponcmus , in spbacra coelesli circulos maximos proiicient, qui eclipticam sub 
angulis rectis secabunt, quorumqtio adco poli in ipsa ecliptica iaccbunt et 90 0 
ab inuiccm distabunt. Vtriusque plani polum islum, a cuius parte distantiae 
posiliuae censentur, polum posit iuum appellamus. Sinl itaquc A r et A r + 90 0 lon- 
gitudines poloruin posit iuonim , clcsignrntiirque dislanliac a planis quibus 
dent respectiue per x, y. Tunc facile pcrspicictur babcri 

7 



5o Libr. I. Sect. II. 

x—r cosy — -V) = r cos/? cos {2 — ft) cos(A r — ft) +rcos£sin(,J — ft)sin(Ar--ft) 
y = r' sin — A' ) = r cos 0 an (i — ft) cos ( jV — ft) — r cos £ cos ^ — ft) sin (A* — ft) 
qui valores transeunt in 

x — r cos (jV — ft) cos u + r cos i sin ( N — ft) sin u 

y=rcos /cos(A r — ft)sin«— r sin(A% — ft) cosm 
Quodsi itaque polus positiuus plani ipsaram x in ipso nodo ascendente collocatur, Tl 
sit A"=ft, habebiinus coordinatarum x, y, z expressiones simplicissimas 

x=r cosu 

y=r cos i sin a 

£=rsinisinu 

.Si Tero haec suppositio locum non habet, Umen formulae supra dttae formam aeque 
fere commodam nanciscantur per introductionem quatuor quautitatum auxiliariura a, 
b , A ', B ita delerminatarum Tt habeatur 

cos (A* — ft) — a An A 

cos /sin (A — ft) = a co» A 

— »m(N — ft) = A sin 2? 

cos i cos {N — f ft) = b cos S 
(vi<L art 1 4, II). Manifesto tunc erit 

x — r a *in(u+A) 

y= rosin (u+B) 

2 = rsinisinu 

34. 

Relab'oncs motus ud eclipticuni in praecc. explicatae manifesto perinde Yale- 
bunt, etiatnsi pro ccliptica quoduis ab'ud planum substituatur , si modo situs plani 
orbitae ad hoc planum innotticrit; expressioues longitudo ct lalitudo autem tunc 
suppiimendae erunt Oflbrt itaque se problcma: e situ eognito plant crbitae alius- 
yue plani nviii ad evliplicum deriuare situm plani orbitae ad hoc rwuum planum. 
Sint *ft, fift', «ft' partes circuJorum maximorum, quos planum eclipticac, planum 
orbitae planumque nouum in sphaera coclcsti proiiciunt (Fig. a ). Vt inclinatio 
circuli secundi ad tcrtium locusquo nodi ascendentis absque ambiguitate assigrmri 
possit, in circulo tcrlio alterutra directio cligi debebit tamquam ei analoga, quae 
in ccliptica est secundum ordinem signorum; sit haec in fig. nostra directio ab n 
versus ft'. Praeterca duorum hemisphacriorum , quae cirrulu* / ft' separat, altcrum 
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borcnli , alteram auatrab: hacc vero 
, quatenns id semper quasi boreale spectator, 
quod in circulo secundum ordincm signorum progredicnti *) a dextra eat. In figure 
igitur nostra sunt ft, ft' nodi ascendentes circuli aecundi in primo, terlii in primo, 
secundi in tertio; 180° — iftft', ft/ift', nft'ft inclinationes secundi ad pritnum, 
tertii ad primum, secundi ad tcrtium. Pendet itaquo problema nostrum a aolutione 
trianguli sphaerici , vbi e latere vno angulisque adiacentibus reliqua sunt deducenda. 
Pracccpta vulgaria, quae in trigonometria sphacrica pro hoc casu traduntur, tam- 
quam abundc nota supprimimus : commodius autcm methodus aba in vsum Yocatur 
ex aequalionibus quibusdam pctila, quae in b'bris nostris trignonometricis frustra 
quaerutttur. Eccc has acquationes, quibus in sequentibus frequenter vtcmur: desi- 
gnant a, b, c Jatera trianguli sphaerici atquc A, B, C angulos Ulis reap, oppositos: 
j *inj(b— c) *mj(B-C) 
sin i a cos I yl 

sin^a tin^A 



m. 



Ji + C) 



cos { A 



cosl(l> + c) _ cosj(B + C) 
cos T « tm\A 



Quamquam demonstralionem harum propositionum brcuitatis caussa hie 
oporteat, quisquc tamen earum verilatem in triangulis, quorum nec latcra ncc an- 
guli 180 0 excedunt, baud difficile confinnare potcrit. Quodsi quidem idea trianguli 
sphaerici in maxima generalitalo concipitur, vt nec latera uec anguli vllis linutibua 
rcslringantnr (quod plurima commoda insignia pracstat, atUmcn quibusdam diluci- 
dalionibus praeliminaribus indiget), casus existere posmnt, vbi in cunctis aequalio- 
nibus praecedentibus signum mutare oportet; quoniam vero signa priora manifesto 
restituuntur , simulac vnua angulorum vel vnum latcrum 36o* augetur vel diminui- 
tur, signa, qualia tradidimus, semper tuto retincre bcebit, aiue c latere angulis- 
que adiacentibus reliqua determinanda sint, siue ex angulo Iatcribusque adiacentibus; 
semper enim vel quaesitorum valores ipsi vel 56o° a vcris diuersi bisque adco ae- 
quiualentes per formulas nostras elieientur. Dilucidationem copiosiorem huius argu- 
ad oUom occosionem nobis reseruomus: quod vero pra«»cepta, quae, turn pro 



*) Pot. in inttriori .pbarrae .apcrfii.-, q.un figtu, UMt r« repmseatat. 
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solulione problematic nostri (tun in aliis occasionibus formulis istis superstrncinus, 
in omnibus casibu* generalitcr valent, tantisper adiumento inductions rigorosao 
i. c. complclae omnium casuum enumerations , baud difficile comprobari potent. 

55. 

Designando vt supra longitudincra nodi ascendentis orbitae in ecliptiea per ft, 
inrlinatiotit'in per porro longitudinem nodi ascendentis plani noui in ecliptiea per/;, 
inclination em per e. ; distantiam nodi ascendentis orbitae in piano nono a nodo asc-eu- 
dente plani noui in ecliptiea (arcum « ft' in Fig. a) per ft', inclinationcm orbitae ad 
planum nouum per ;"; denique arcum nb ft ad ft' secundum dircctioneni motus 
per A: erunt trianguli spbaerici nostri Iatera ft — u, ft', A, anguiique oppositi »', 
»8o° — », #. Hinc erit secundum formulas art. praec. 

sinii'sinj(ft' + A) = sin I (ft— «) sin* (;' + e) 

sini;"co«i(ft' + A) = cosi(ft — /;) sin 4 (.* — *) 

cos } i' sin i (ft — A) = sin i ,ft— ,,) cos * ,i + «) 

cosii'cosivft'— A) = cosKft— »)cosl;» — e) 
Duae primae aequationes suppeditabunt i(ft' + A) atque sinii'; duae reliquae 
i(ft' — A) atque cos**'; ex J(ft' + A) et i<ft' — A) demanabunt ft' et A; ex 
sini*' aul cosii' (quorum consensus colculo con finnan do inseruiet) prodibit »". 
Ambiguitas, >trum i(ft'+A) et i(ft'— A) inter o et i8o* vcl inter i8o" et 56o* 
areipere oporteat, i(a tollctur, vt turn siui»' turn cos it' fiout positiui, quoniam 
per rci naturam »' infra 180" caderc debet 

56. 

Praecepta praecedentia exemplo illustrauisse baud inutile erit. Sit ft = 
17 a" aS* i5" 7, i = 5-k" 58' 1" 1 ; porro sit planum nouum aequatori poraliilum , adio- 
quc n = i8o°j angulum e, qui erit obliquiuu ccLplicae, statuimus = 95° 27' 55' 8. 
llabcmus itaque 

ft — « = —7° 3i* 46*5 i(ft — «) = — 5* i5'53*i5 

i + e = 58 5 56,9 *('+*) = ag 9 58,*5 

« — £ = 11 10 5,5 i(i — e) = 5 55 a,<>5 

lo«sin*(ft— «). .8,8173096 n logcosi(ft— n) 9,9990618 

logsini(i + ^ 9 ,686948i log sini(» — e; 8,9881 jo5 

log cos i (i + e) 9,9 \ 1 6 1 08 log cos i ( i— «) 9.99793 *» 



Digitized by Google 



RELATIO.NES AD LOCVH SIMPLItKM JN 6 PATIO SFECTANTE8. 



55 



I Lute fit 

Iogsinii'smi(ft'+A)..8,5o555io n logcosii'sini(ft— A)...8, 7 589i34n 
log sin i i ' co« i <ft' -f A). - .8,9873035 log cos \ i* cos { (ft' — A) —9,9969960 



tnde i vJl+A) = 34i°49' 19" 01 vntlc i(ft' — A) = 356" 4 1' 01" 43 

log sin i i' 9,009 4568 log cos i *' 9,997720a 

Obtinemus itaque it' = 5' Si' 56' 445, *'= 1 1° 45' 5a' 89, ft' = 558* 3o' 5o* 43, 
A= — i4*5a' ia" 4a. Ceterum punctiun n in sphaera coelcsti manifesto respondet 
acquinoctio autumnali; quocirca distantia nodi ascendcntis orbitae in aequatorc ab 
aequinoctio vcrnali (eius rectascentio) erit i58° 3o' 5o* 43. 

Ad illustrationeui art. 53 hoc cxcinplum adlmc vlterius continuabimus , for- 
mula-squo pro ooordinatis rvspcctu trium planorum per Solcin transcuntium cuoluc- 
mus, quorum vnum acquatori parallclum sit, duorumquo reb'quorum poli posiliui 
in ascensione recta o* et 90 0 sint siti: distantiac ab his planis sint resp.it, x, y. 
Iain si insuper distantia loci heb'ocentrici in spbaera coelesti a punctis ft, ft' resp. 
denotetur per w, u, fiet it =u — A = «+ 14* 5a' ia" 4a, et quae in art. 53 per i, 
N — ft> u exprimebantur, liic crunt 180* — ft', u'. Sic per formulas iJIic datas 
prodit 

\o%atsmA. 9,9687197 n logo sin B g,5638o58 

logncos^/. 9,554B58o a logo cos B 9,9595519 n 

▼nde ^/ = •J48 6 55'aa ir 97 vnde B — i58 u 5'5*"g7 

log a 9>99 8 79 a 3 logo 9,9930848 

Habomus ilaque 

* ^ ar sin(u'+ 348* 55'aa*97) = ar sin (« + afi5* »7' 35* 59) 
y = br sin(w'+»58 5 54, 97) = br sin(u + i 7 a 58 7*59) 

* = crsin«' = cr ain(«+ i4 5a ia,4a) 
\bi log c = log sin »" = 9,3o8i 870. 

Alia solutio problematis hie tractati inuenitur in F on Zach Monatliche Cor- 
respondent B. IX. S. 585. 

5 7 . 

Corporis itaque coclrstia distantia a qnonis piano per Solem transcunte rc- 
duci poterit ad formam jtrsin^f A*), designate v anomaliam vcram, eritquc k 
sinus inclinationis orbitae ad Jioc planum, K distantia pcrili Hi a nodo ascendente 
orbitae in codem piano. Quatenus situs plani orbitae, lincaoquc apsiduui in eo. 
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nec non situs plani od quod distantiac referunlur pro constantibus haberi possunt, 
etiam h ct K constantes erunt Frcqucnuus tamcn ilia melhodus in tali ca.su in 
vsum vocabitur, ybi tertia saltern suppositio non permitlitur , ctianui perlurbationcs 
ncgligantnr, quae primam atque secundam semper aliqualenus aiGciunL lllud cue- 
nit, quotics distanliae referunlur ad aequatorem, siue ad planum aequatorem sub 
angulo recto in rectasccnsione data secans: quum enim situs aequaloris propter 
praeccsrionem acquinocliorum insuperque propter nutationem (siquidein de vcro non 
de medio situ sermo fuerit) mutabilis sit, in hoc casu etiam I et K mutationibus , len- 
ds vtiquc, obnoxiae erunt. Computus I) arum mutationum per formulas diflerentia- 
les absque difficultate eruendas absolul potest: bic Tero brcuitatis caussa sufficiat, 
variationes differenUales ipsarttm i, ft', A apposuisse, quatenus a Tariatiouibus ipsa- 
rum ft — " «tq De « pendent 

di' = sinesinft'd(ft — n)— co.«ft'd« 

dft = d(n— w) + tini7 d * 

sin* coaft' shift' 

Ccterum quoties id tantum agtur, tt plures corporis coeleslis loci respeetu talium 
planorum mulabilium calculentur, qui temporis interuallum mediocre complet-tuntur 
(e.g. vnmn annum), plerumque couimodissimum eril, quantitates a, A, b, B, 
c, C pro duabus epochis intra quas ilia cadunt rcipsa calcuJare, ipsarumquc niuta- 
tiones pro singulis temporibus propositis ex illis per 'simplicem intcrpolalioncm 
rmere. 

58. 

Formulae nostrae pro distantiis a plants datis inuoluunt v ct r: quolies has 
quanlitates e tempore prius deterininare oportef, partem operalionum adhuc con- 
trahcre , atquc sic laborcm notabilitcr alJeuare liccbit. Deriiiari tnim possunt illao 
distantiae per formulam pcrsimplicem statim ex anomalia excentrica in ellipsi, vcl 
c quantitate auxiliari /' aut u in hyperbola, ita rt computo anoinuliae verae radii- 
que rectoris plane non sit opus. Mutatur scilicet cxpressio £rsin(v+Jt) 
I. pro elHpsi, retentis cliaracteribus art 8, In 
a* cos 7 cos Asm £ -fa* sin AT (cos i? — #) 
Detcrmiiuindo itaque /, L, X p«?r aequationcs 
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a I sin K —I sin L 
ah coup cos A" £=/cos£« 
— eat sin K — — e I sin L z= X 
expressio nostra transit in /sin <E+ L) + i, tbi /, L, X constantes 
I, A~, e pro constantibus habere licet; sin minus, de illarum 
putandis eadem val-bunt, quae in art praoc. monuimus. 

Exempli caussa transformationem expressions pro x in art 56 innenti appo~ 
nimus, -vbi longitudinem periheUi = iai*i7'54"4, p = i4°iS'5 1*9 7, log a =0,4420790 
statuimus. Fit igitur distnntia perihelii a nodo ascendente in ecliptica = 3o8°4g'ao*? = 
u — v; hinc K=z a 1 a* 36" 56" 09. Habeinus itaque 

!°g«* 0,4411713 log/ sin Z, 0,1727600 n 

log sin AT. 9 , 7 3i5887 » log/ cos L o,553n5* n 

logaJ-cosp ... .0,4376456 rrnle L = ai3"a5'5i*3o 

logcosA". 9,9954698 » log/ = 0,4316697 

\ogX =r 9,563935a 
J = + 0,5657939 

n. In hyperbola formula *r sin(i>+A") secundum art. 21 transit in x+/ttangF 
+ ysccamF, si sUtuitur «6isinA'=>, iitangy/cosA'=/*, — i/tsin AT = >.; 

nifesto eandem eipressiooem etiam sub 



—j? reduccre licet, 

Si loco ipsiua F quautilas auxiliaris u adhibita est, exprcsdo lrrin(v+K) per 

art 91 transibit in <* + /?« +^-, T bi 0, 0, 7 determinantur per formulas 
a= 2=eblsinK 
/?=*>+,«) = — i«4*sin(A' — yi) 
y = h\v — /*)= — iebk&in{K+y) 

HI. In parabola, \bi anomalia vera e tempore immediate deriuatnr, nihil aliud 
supererit, nisi yl pro radio vectore yalor suus substituatur. Dcnolando itaque d»- 

stantiam in perihelio per q> expressio *rsin( v + A") fit — ' "+ .j0_ 

cos I f 

59- 

Praecepta pro determinandis distantiis a planis per Solem transeuntibus ma- 
nifesto etiam ad distantias terrae applicare licet: luc rero simplicissimi tantum ca- 
sus occurrerc solont Sit R distantia terrae a Sole, L longitude hebecentrica ter- 



;">6 Linn. I. Sbct. I J. 

rac (quae i8»* a longitudinc gcocentrica Solis diflert), denique A", Y, Z diston- 
tiae terrae a tribus plonis in Sole sub angiilis recti* ae secantibus. lam si 

I. Planum ipsarum Z est ipsa ecliptica , longitudinesquc polorum planorum rcli- 
quorum, a quibus distanliae sunt X, Y, rcsp. N ct A + 90 0 : crit 
X=: R cos(£<— A") , Y=Rsin{L— N), Z —o. 

H. Si planum ipsaram Z aequatori parallelum est, otque rcctasccnsiones polorum 
planorum rcliquorum, a quibus distanliae sunt X, Y, resp. o ct 90 0 , habcbiiuus, 
obliquitatc ecb'pticae per e dcsignala 

X =■ R co* Li , Y = R cote sinZ>, Z = R tine unLt. 

Tabularum solarium recentissimorum editores, ciarr. de Zach et dc Lambrc, lati- 
tudinis Solis rationem habere coeperunt, quae quantitas a prrturbalioiilbus reliquo— 
mm planetarum atque lunac product* vix vnuni minutum secundum atlingeie pot- 
est. Dcsignando latitudincm hclio< cntricam terrae, quae lalitudiui Solis semper 
acq\iali» sed signo opposito aftccta crit, per ZJ, habebiinus: 



in cnu 1. 

X = R cotB cos(£ — A") 
Y = R cos if ,sin (L — A ) 
Z — R sin B 



in c..u 1L 

A" = R cos 11 cos L 
K= R cos B cose sin L — /? sin Z? sine 
Z = R cos B sin e sin L+R sin B cone 

Pro cos J? hie semper tuto substitui potent 1 , angulusque B in partibus radii ex- 
pressns pro sin B. 

Coordinalae ita inucntae ad centrum terrae rcferuntur: si |, w, £ sunt di- 
slantiae puncti cuiuslibet in terrae superficie a tribus planis per centrum terrae 
duclis iisque quae per Solcm ducta erant parallelis, distantiao iUius puncli a pla- 
in's per Soleni transcuntibu* manifesto erunt A'+|, Y+ij, Z + £, valores coor- 
dinatarum |, «, £ autcm pro ytroquc casu facile determinantur seqiicnli mo- 
do. Sit q radius globi terrestria (siuc sinus parallaxis hurizontalis mediae Solis) 
/ longitudo puncli spliaerae coclcstU, vbi recta a terrae centro ad punctum super- 
ficiei ductum proiicitur, fi ciusdem latitudo, a ascensio recta, S declinatio , eritque 



in CHID f. 

I = p cos/fcos(i A T ) 

9 = p cos/Jsin(^ — A) 
t =pain^ 



in etia II. 
I = p COS S COS a 

tf = p cos 3 sin a 
C = p sioo* 
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RBLATIOKTS AD tOCTM SIMPLICEM IN Sr-ATIO SPECT ANTES. 



Puactnm illad sphaerae coelestis manifesto respondet ipsi zenith loci in supcrficie 
(siquidem terra tamquam sphaera spectatur), quocirea ipsius aacenaio recta conue- 
niet cnm ascensione recta medii coeli siue cum tempore sidcrali in gradus connerso, 
dedinatio autem cnm eleuatione poli; si operae prctium csset, figurae terrestris 
sphaeroidicae rationcm liabere , pro S elcnationem poli correctam , atquc pro p di- 
stantiam veram loci a centro terrae accipero oportcrct, quae per rcgulos notas 
crnuntur. Ex a et 3 longitudo ct latitudo X et ft per regulas notas infra quoque 
tradendas deducentur; ceterum patet, X couuenire cum longiludine nonagesimi, at- 
quc go 0 —/? cum oiusdem alliludiue. 

60. 

Dcsignantibus x , y, z dislantias corporis coelestis n tribus plants in Sole 
sub angulis rcctis sc sccantibus; A', Y , Z distantias Icrrac (siue centri siue puncti 
in superficic) ab iisdem plonis: patet, * — X, y — Y, z — Z fore distantias corpo- 
ris coelestis a tribns planis illis parallele per terrain duetis, basque distantias ad 
distantiam corporis a terra ipsiusque locum geocentricum *) , i. e. situm proiectionis 
rcctae a terra ad ipsum ductae in spliacra coelesti, rclationcm eandem habituras, 
quam x, y, z babent ad distantiam a Sole loeumque liclioccnlricum. Sit A distan- 
lia corporis coelestis a terra; concipialur in sphaera coelesti perpendiculum a loco 
geocentrico ad circulum maximum, qui respondet piano distantiarum z, demissum, 
sitque a distantia intersectionis a polo positiuo circuli maximi, qui respondet piano 
ipsaruin x, deniquc sit b longiLudo ipsius pcrpendiculi siue distantia loci geocentrici 
a circulo maxiino distantiis z respondentc. Tunc erit b latitudo out declinatio geo- 
centrica, prout planum distantiarum z est ecliptica aut acquator; contra « + A T lon- 
gitudo seu ascensio recta geoccntrica, si N designat in casu priori longiludinein in 
posteriori ascensioncm reclam poli plajii distantiaruw x. Quamobrcm cril 

x — X = A cost cos a 
y — Y = A cos 6 siu a 
z—Z = A nab 

Ouae priores aequationes dabunt a atqne A cost; quanlitas posterior (quam posi- 
* tiuam fieri oportet) cum aequaliono tcrtia combinata dabit b atquc A. 



•) In aeata latiori: propric cairn lute exprcssio ad eua caium refcrtur, vbi recta 0 tcnae era- 



- 

I- 



68 L i b n. I. Sect. II. 

61. 

Tradidimus in praecedentibus meihodum facillbnam, corporis coelestis lo- 
cum gcoccnlricum respcctu cclipticac ten aequatoris , a parallaxi liberum siue ea 
affectum , ac perinde a nu(atione liberum eeu ea affectum detenninandi. Quod cnira 
attinet ad nutalionem, omnij differentia in eo versabitur, vtrum aequatori* positio- 
nem mediara adoptemus an veram, adcoque, in easu priori longitudines ab acqui- 
nociio medio, in posteriori a vcro numcrcmus, sicuti in casu illo ediplicae obli- 
quitaa media, in boc rora adliibenda est. Cetenun sponte elucet, quo plures ab- 
breuiationcs in calculo coordinatarum introducantur, 00 plures operationes praeb- 
minaros esse instituendas : quamobrem praestantia metbodi supra explicatae, coor- 
dinatas immediate ex anomab'a exccnlrica deducendi, tunc potissiinum se manifesta- 
bit, vbi multos locos geocentricos determinaro oportct: contra quoties vnus tantum 
locus computandus cssct, aut perpauci, neutiquam opt-rae pretium foret, laborem 
tot quantitatcs auxiliares calculandi suscipere. Quin potiua in tali casu metlioilum 
vulgarem baud deserere praestabit, secundum qnam ex anomalia excentrica dedu- 
ritur vera atque radius vector; bine locus bcliocentricus respectu eclipticae; bine 
longitudo et latitudo geocentrica, atque bine tandem rectascensio et dedinau'o. . Nc 
ouid icitur liic dccKc videatur iluas vllimas onerationcs adhuc breuiter cxnlicabimus 

69. 

Sit corporis coclestis longitudo bcliocentrica 2, latitudo /?; longitudo geo- 
centrica /, latitudo *, distanlia a Solo r, a terra A; denique terrac longitudo he- 
fiocentrica L, latitudo S, distanu'a a Sole Ji. Quum non statuamus B = o, for- 
mulae nostrac ad eum quoquc casum applicari potcrnnt, vbi loci heliocentric) et 
geocentricus non ad eclipticam sed ad quoduis aJiud planum n feruntur, modo de- 
nominationes longitudinis et lutitudinis supprimcre oportcbit: praeterea paraUaxeo^ 
ratio statim baberi potest, si modo locus heliocentricus terrae non ad centrum sed 
ad locum in supcrficie immediate refertur. Slatuamus porro rco»@ — r, Acosi=A', 
RcosB =Jt. lam referendo locum corporis coelestis atque terrae in spatio ad 
triu plana, quorum vnum sit erliptica, secundumque et tcrtium polos suos babeant 
in longitudine A* et A'+go*, protinus emergent acquationes aequentes: 

/cos(i! — A') — Itcos(L — A) = A'cos(/— A) 
/sin^— A") — It tin {L — A) = A'sin(/— A*) 
r'tang/? — It tang B = A' tang 6 
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R«LA*IONM AD L0CT1C SIMPtlCEM IK flPATIO flPECTANTM. 5} 

Tbi angulut N omnino arbitrarlua eat Aequatio prima et sccunda statim determi- 
nabunt /— N atque A', tnde et ex lertia deinanabit b; ex b et A babcbis A. lain 
Tt labor calculi quam commodissimus euadat, angulum arbitrarium N tribus modi* 



I. Statuendo N=L, faciemus -^riin(4 — L) = P, -g- cos (i — L) — t 
A' 

— Q, inuenienturque l—L, atque b per 

tang(/-Z,) =-^- 

A' r Q 

i (l—L) - cos (l—L) 



■mi 



-jjr tang /S — tang B 
lang& = ^ 

ST 

a ft 

XL Statuendo N=l, faciemus tin {X—L)—P, 1 -n- cat(X—L)=Q, 

eritquo 

P 

tang(/— ;)=-q- 

A' P <? 

~r~ - ain(/— X) ~ eos(/— A) 

ft 



tango = ^t- 



III. Statuendo A r = j(>?+Z), inuenientur / atque A' per aequationca 

tang = jJ±|L tang4 (;_£,) 

_^ (r'+/n»in{(i-Z,) _ (/— .g) c oi*(i — 
sin(/-i(J+Z,)) „„(/_ 4 ( < j + i)) 

/■' + J? 

»c dein 6 per acquationem supra datam. Logaritlimus fractionU y_ ^ 



calculatur, si statuitur-^- = tangf, vnde fit -JZZJT = t * n «(* 5 *+0- Hoc 



modo mcthodus III ad determinationem ipsius / aliquanto breuior est, quam I etll, 
ad operationes reliquas autem has ilia praeierendas 



6<> LlBR. I. Sjjct. II. 

63. 

. Exempli cauwa calculitm in art. 5i vsque ad locum heliocentricum produ- 
rlurn vlteriu* continuamus. Respondeat illi loco longiludo helioccntrica terrae 
a Vig'ig'oj —L, atque log R =9,9980979; latitudincm B statuimus =0. Habe- 
mus itaquo 2 — L~ — 1 7*2 i'ao"o7 , logVZ'=logV?, adcoque secundum melliodujii II, 
K 

log— 9,6729813 Jog{i — (?) 9,65s6a58 

]ogsin(Ji — L) 9,4758653 /1 1 — Q — 0,4495905 

log eo» (2 — L) 9, 9 7964 45 Q = o,55o6o75 

logP 9,1488466 it 

lo g Q 9,74o84ai 

Hinc / — 2 — — 1 4* 91' 6" 75 Tnde /=359 , 34 , 99*93 
A' 

log—?- 9,7546117 vnde log A'.. .0,0797983 

log tang ft 8,809099ft 11 log coi6 9,99731 44 

log long b 9,0174879 n log A 0,0894109 

b = — 6'9i'. r )5*o7 

Secundum methodum III ex log tangf =9,6799813 habetur £=a5° i3'6' 3i , adeoqn* 

logtang(45*+f ) o,444iogi 

log tang j (2 — L) .9, 1 8189^8 n 

logtang(/ — ±2 — i^).-- 8,0290039 » 
/— 12— \L — — 93*3'i6'7o 1 

U+iL= ,5 37 39,0X5 j «d« / = 35.'3i'M" M S , 

' C4. 

Circa problems art. Ca scquentes adhuc obscruationes adiicimus. 

I. Statuendo in aequatione secunda ilbc Iradita A =2, N=L, N—l, prodit 
Jt*m{2-L)=A'uD{l—2); r sin (2 — Z,) = A' sin (/ — L); / un(l-2)=R'an{l-L)i 
aequatio prima aut secunda commode ad calculi confirmationem applicator, si 
thodus I aut II. art 69 adbibita est lu babctur in exemplo nostro 
Iog»in(^— L) 9 ,4 7 58653 n /— L =— 3i'45'a6*83 

«o«— - -9,75*6117 

9,7919536 n 
iogsin(/— L) 9,79i»536 n 
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REIiATIONES AD LOCVM 5IMK.ICEM IN SPATIO 8PJ5CTAXTE3. 



Gi 



II. Sol duoqiic in piano cclipticae puncla, quae sunt proieclioncs loci cor- 
poris coelestis atque loci tcrrae, triangulum planum formnnl, cuius latcra sunt 
A', K y r, ongulique oppositi rel X — L, I — X, 180 0 — l+L, vcl L — X, X — /, 
i8o c — £,+ lt cx hoc principio relatione* in I traditac spontc sequunlur. 

III. Sol, locus vmis corporis coelesti» in spatio, locusque rerus tcrrae .iliud 

triangulum formabunt, cuius latera crunt A, R, r: angulis itaque tiis resp. oppo- 

sin S sin T *in f.V+ T) 
sitis per S, T, 180 — 5 — T denotatis, crit = — ^- = -f 1 —- Pla- 

huius trianguli in sphaera coclcsti circulum niaxiinura proiicict, in quo locus 
terrao, locus hcliocentricus corporis coelestis eiusdemqiic locus geo- 
eentneus siti erunt, et quidem ita vt distantia secundi a prixno, terlii a secundo, 
tertii a primo, secundum candem directionem numeratae, resp. sint S, T , 5+7'. 

IV. Vel ex nolis variationibus difll-rentiau'bus partium trianguli plani, vel 
aeque facile e formulis art. Cs sequenles aequalioncs duTcrcntialcs dcriuantur : 



r'co,(i-/) sin(;.-/ ) , 
d/ = d^ + ^7 dr 

dA'=— r'sin(J— l)tU+ coa{X — I) dr 

r cos f> sin It sin (2 — /) . . r'eos£>* 
U= _ di+ _.__ d/? + 

con b % 

— (tang,?— cos (X — /) tang b) d r 

▼bi partes quae continent dr', dA' pcrao6a65 sunt multiplicandoe , rel rcliquae per 
9o6a65 diuidendac, si mutationes augulonim in minutis sccundis cxprimuntur. 

V. Problema inucrstun, scilicet dctcrminab'o loci heliocentrici e gcoccntrieo 
problemati supra euoluto prorsus awalogum est, quamobrcm siiperfluum foret, illi 
amplius inliaererc. Omncs cnira formulae art. 62 etiam pro illo problcmatc valent, 
si modo omnibus quantitaubus quae ad locum corporis coelestis geocentricum spc— 
etant cum analogis iis quae ad gcoccntricuin referunturpermutaiu, proZ», li resp. 
substituimr L+iKo', — B, siuc quod idem est pro loco heliocentric© tcrrae geo- 
centricus solis accipitur. 

(J5. 

E«iamai in eo cam, vbi cx dementis datis paucissimi tantum loci 
trici sunt detcrininandi , omnia artificia supra tradita , per quae ab anomalia 
trica atatim ad longitudinexn el latitudinem geocentricam , Tel adeo ad rectascensio- 



I 



63 



Li nit. I. Sect. II 



ncm el declinau'oncm , transire licet, in Ysnm vocare rix oprrae pretium sit, quo- 
niam compendia indc demananlia a multitudinc quantitatum auxiliarium an tea com- 
putandarum absorberenlur : temper tarn en contractio reduction!* ad eclipticam cam 
calculo longiludiuis ct laUtudinis geocentricae lucrum haud apcrnendum praestabit. 
Si cnim pro piano coordinatarum z aaaumitur ipsa ecliptica, poli antem planorum 
coordinatarum *, y collocantur in longitudine ft, 90*+ ft, coordinatae faclllime abs- 
que ylla quantitatum auxiliarium necessitate dctcrminantur. Habetur scilicet 



* — X=A'cos(/— ft) 
t — Z= A' tang 6 



a=:rco»M X—R" con{L — fi) 

j=rcosisinu Y=I?sm(L — ft) 

z = r sin i sin u X-=.K tang B 

Quoties B —o , est If — It, Z =o. Secundum has formulas exemplum nostrum 
nomeris sequentibus absoluittir: L — ft= fli3* la'o'oa 

logr 0,3259877 log/f 9,9980979 

log cos u g,g894i4i n logcos(£» — ft).. ..9,9936037 n 



Hinc Ct 



log sin w 9,4i547i 4 n 

log* o,5o840i8 n 

logrMiia 9,7714591 n 

log cos i 9,9883366 

l og sint 9,3557070 

l°8y .9,7599857 n 

logz 9,1373161 n 

log(*— X) 0,0795906 n 

logCy— Y) 8,48o 7 i65 n 

vndc (/— ft)= 1 8 1*26 '35*49 

log A' 0,0797383 

log tang 6 9,0474878 n 



logsin(£ — ft)... .9,7584555 n 
logX. 9,9907006 n 



io g r. 
z 



b 



.g,736533a n 
o 



553* 54' 39- 19 
— 6 31 55,o6 



66. 

£ longitudine ct latiiudine puncti cuiusuis in spbaera coelesti eius rectaacen- 
sio ct dctlinatio duiuantur per solub'oncm trianguli spl laerici, quod ab illo puneto 
polisque arclicis cclipticoe ct acquatoris ibrmatur. Sit s obliquitas eclipticac, /lon- 
gitudo, b latitudo, a ascensio recta, S dcclinatio, cruntque trianguli latera e, 
90° — 6, 90° — pro angulis lateri socundo et tcrtio oppositis accipere liccbit 90*+ a, 
go* — / (siquidem trianguli sphaerici ideam maxima generalitate ooncipimus ) ; angu- 
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XRLATIONXS AD LOCVM SIMPLICEM IN BPATIO SPECTANTES. 63 

lum tertiuxn lateri e oppositum slaluemus =g«* — E. Habebimus itaque per for- 
mulas art. 54. 

sin(i5*— i^)aini(£+o)=sin(i5 , + i08inG5*— iU + l>)) 
sin(45*— ic*)«>si(.E+a)==cos(45*+i/)cos(45*-- 
cos (45*— i <J) sin i (£—«)= cos (45*+i /) sin (45*— i (e — )) 
eos (45*— i S ) cos i (tf — a) = sin (45*+ i /) cos (45° — i ( e + & )) 
Aequationcs duae primae dabunt i(E+ a) atque sin (45*— duao vlliinac i {E — a) 
alque cos (45* — iJ); ex i(£+a) ct i(E — «) habebitur a simulquc E; ex 
sin (45*— iS) aut cos(45*— i©*), quorum consensus calculo confirmando inscniict, 
dctcrminabitur 45* — Jo* atque hinc<*. Determinatio angulorum i(E+a), i(E — a) 
per tangentes suos ambiguitati non est obnoxia, quoniam turn sinus turn cosinus 
anguli 45* — iS positiuus cuadcrc debet. 

Mutationea differentiales quantitation o, S c mutationibus ipsarum /, ft se- 
cundum principia nota ita inucniuntur: 

sin £ cos ft cosiJ , , 

da = co*s 61 — c^r d * 

do*=cos£cosftd/ + sini'dft 

67. 

Mcthodus alia, problema art. praec. soluendi, cx a 
cose sin/ — sine tang ft + cos /tang a 
sin S = cose sin ft + sine cos ft sin/ 
cos ft cos / = cos a cos <J 
petirar. Detcnninetur engulus auxiliaris 0 per aequatioocm 
tang ft 

tang 0 — , entque 

ta ng«= ™W«"* r . 
6 cosd 



tang S — una tang (e + ff) 
aequationibus ad calculi oonnrmationem adiici potest 

t cos ft cos/ » cos (e + 6 ) c os ft sin/ 

008 ° — cos a MM C ~~ cos 0 sin a 



Ambiguitas in detcrmmatione ipsius a per aeqo. secundum eo tollilor, quod cos a 
et cos/ cadeni signa habere debent 



64 L i d n. I. SecT. II. 

Haoc mcthodus minus rxpcdita est, si pratter a ct 3 cuam E desideratur: 

. _ sin e cos a 

formula cominodis&ima ad liunc augulum dclcrminandum tunc erit co»JT=r — ^^j, — 

~~cwd~~' Scd P* f hanc formu ^ ttin & accurate compulari neqnit, quoties ±.cos£ 
parum ab vnitate duTcrt; praeterea ambiguitas rcmanet, Ttrum E inter o ;ct 180* 
an inter 180° ct 56o° accipere oporteat. Incommodum prius raro vlliu.t momcnli 
est, pracAcrtim, quum ad computandas ration es dificrcntialcs vltima praccisio in va- 
Iorc ipsius E non requiratur: ambiguitas vero ilia adiumento acquatiouis cos b cos 6 sin E 
= cos« — sin/»sin<$ facile tollitur, quae ostendit E inter o et j8o% vcl inter i8o° 
et 56o° accipi debcre, prout cose maior fucrit vcl minor quam sin b sin 3- mani- 
festo hoc cxamcn ne ncccssariuin quidcin est, quoties altcrutcr angulorum b, 3 li- 
mitcm 66° 5a' non cgrcditur: tunc enim sin£ semper fiet positiuus. Ceterum ca- 
dem aequatio in casu supra addigilato ad detcrminationcai cxactiorem ipsius E, si 
operae prclium vidctur, adhibcri potcril. 

68. 

Solutio problematis inuersi, puta detcrminatio longitudinis et latitudinis ex 
ascensione recta ct declinalione, cidcm Irian gulo sphacrico superstruitnr: formulae 
itaque supra traditae liuic fini accommodabuntur per solam pcrmutationcra ipsius b 
cum 3, ipsiusque I cum — a. Etiam has formulas, propter vsum frequcntvm, hie 
apposuissc baud pigebit: 

Secundum methodum art. 66 habemus 
sin(i5'— i6)sini(/?— /) = cos(45*+i«)sin(i5*— ;(<?+<?)) 
sin (i5°—i6)cos {(£—/) = sin(i5"+ ia)cos(4.V — i(e— 3)) 
cos(45*—i6)sini (£?+/) — sin ( 45" + i «) sin (4 5 8 —i («—<?)) 
cos{-i5 c — ii)cosi(£+/) =cos(45 ,, + ia)cos (45° — + 
Contra ad iustar metliodi allcrius art 67 dclcrminabimus angulum auxilin- 
rcm J per arquationeut 

._ tang 3 



B cosf 
tango = sin / tang (J—*) 
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ilBLATIO.VIS AD tOCrV SIMPLICBM IK 8PATIO SMCTAXTBS. 

Ad calculi confirmationem adiungi poterit 

cos o* cos a <"o*(w — e)co»Ss'ma 

CO* 0 — ; = ■ ~r~. — : 

cos I cos Ostnl 

Pro detenninationc ipsius E inseruient perinde M in art. pracc. a equations 

sin t cos a sin e cos / 

cos b = 7 = > — 

cos 6 cos 6 

cos b cos S sin E = cos* — sin 6 sin <J 



es differentialcs ipsarum /, 6 hisce formulis exhibebuntur: 
sin £ cos J cosJS 
d/ = cosfr Ja +-co7T d<? 
do = — cosJScoscJdcc + »iji£db* 

69. 

Exempli caussa ex ascensionc recta 355* 45' 45" So —a, declinations 
— 8*47'a5*=<", obliquitate ecliplicae 33*37' 59*26 =e longitudinera et latitudinem 
romputabimua. Est igitur 45° + ia=333*5i'5a*65, 45'— l(fi+S) =57*59'43*87, 
45* — 4(« — S) = 38" 5a' 17*87; hinc porro 

log cos (45°+ la) 9,865o8ao n log sin (45*4- Jo;) .'g,83a68o3 n 

log sin (45*— i{e+S)) 9,7860418 logsia(45*— *(«— o*)) g,6838na 

logcos(45*— *(*+<*)) 9,8 9 85a3a log cos (45*— I (*—•<*)) 9,g4a35 7 a 

log sin (45° — i b) sin i (E — /) 9,65na58 n 

log sin (45* — i b) cos i (E — /) 9,7 75037 5 n 

rnde l{E—l) = ai6*56'5*3f); log sin (45* — 46) =9,8733171 

log cos (45°— i b) sin t {E+ 1) 9,5 1 64g 1 5 n 

logcos(15* — lb) cos l(E+l) 9,7656o4a n 

■rode j(U+/) = aog'So' 4g* 94: logcos(45* — J 6) = 9,8309669 
Fit itaque E= 436*a6'55"33, /= — 7*a5'i5'45, siue quod eodem redit J5=66*a6'55 33, 
I = 35a*34' 44*55; angulus 45* — lb e logarithmo sinus habetnr 48*io'58"ia, e log- 
arilhmo cosinus 48*io'58*i7, e tan gen lc, cuius logarithm us illortun differentia est, 
i8*io'58*i4; hinco = — 6*3i'56'a8. 
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Secundum mcthoduni alteram calculus ita ae habet: 

logtangcV... .9,1893062 « Clog cos f 0,3696190 

l"g»m« 8,8719-33 n log cos (f— e) 9,8789700 

log tang C 0,5175270 log tang g 8,875i8(> 9 « 

i — 64* 17' 6" 83 log tang/ 9,1147762 « 

C— e = 10 * 9 7,5 7 / = 353*54' 44*5o 

log sin/. 9,1111959 n 

logtang (t— e) 9, 9 3658 7 4 

log tango 9,0475106 « 

4= — 6*3i'56*96 

Ad detcrminandum angulum E habcmus calculum duplicem: 

log sin e 9,600 1 1 i i log sine 9,600 1 1 44 

log cos a 9>99879a* logcos/. 9,9965470 

C. log cos b... 0,0036859 C ■ log cos 3. o,oo5 1 5 1 3 

log cos A'. 9,6015927 logcosZ*. 9,6015997 

vndcE = G6" 36' 55' 55 

70. 

No quid eorum, quae ad calculum loco rum geocentricorum requiruntur, hie 
desideretur, quaedam adhuo de parallaxi atque aberration* adiicienda sunt Mo- 
tliodum quidem supra iam deacripaimus , secundum quam locus parallaxi affuctus, 
Le. cuilibet in superficic terrae puncto respondens, immediate maximaque facilitate 
deternunari potest: scd quum in methodo vulgari in art. 69 et sequ. tradita locus 
geocentricus ad terrao centrum referri soleat, in quo casu a parallaxi liber dicitur, 
methodum peculiarcm pro determinanda parallaxi, quae est inter vtrumque locum 
differentia , adiicere oportebiL 

Sint corporis coelestis longttudo et latitudo geocentrica respectu ccntri ter- 
rae X, Pi eaedem respectu puncti cuiusuis in superficie terrae /, b ; dig tan ti a cor- 
poris a terrae centra r, a puncto superficiei A, denique respondeat in sphaera 
eoclesti ipsi zenith buius puncti Iongitudo L, latitudo B t design erurque radius ter- 
rae per JL Sponte iam patet, omnes acquationea art. 6a etiam hie locum esse ha- 
bitants; sed notabihter contrahi poterunt, quum R hie exprimat quantitatem prae 
r et A tantum non euanescentem. Cctcrum eaedem aequationes manifesto etiam- 
num Yalebunt, si ). y /, L pro longitudinibus aseensiones rectas, atque 0, b, B 
pro latitudinibus dceknationes exprimunt In hoc casu 1—2, b—0 erunt parallaxes 
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asccnslonis rectao et declinatioais , in illo Tero parallaxes longitudinis ct lalitudinis. 
Quodsi iam R vt quantitas primi ordinis tractatur, eiusdcm ordiois erunt / — X, 
b — 6, A—r, neglectisque ordinibus tupcrioribus e formulu art 6a facile deri- 



L l—X = 



A cos # sin (J — L) 



rcos 



RcosBoosB / \ 

II. b—B — ^-"1 tang 8 cos (X—L) — tang B \ 

III. A — r = — RcosB sin/? ( cotang/?cos(jl — L) + tang i? J 

taxxsB 

Acdpiendo angulam auiiliarem 6 ita vt fiat long 0 =~ 8 ^_^ , 
III form am scquentem nanciscuntur : 

__ R cos B cos (X — ZQ gi n \{l—6 ) RtkaBtxnjfi — 0) 

n. *»— p— rcos 0 - rgin ^ 

R cos J cos (j — L ) cos (3—6) A sin 2? cos(8—ff) 
III. A-r = ^ = ^ 

Ceterum patet, Tt in I et II / — X ct b — 8 in minutts secundis obtineantnr, pro it 
accipi debere parallaxem mediam solarem in minutis secundis expressam; in III 
Tero pro R cadem parol 1 axis per 906966' diuisa accipienda est Tandem nuflo 
praccisionis detriment o in Yaloribus parallaxium pro r, X, B, adhibere licebit A, l,b, 
quotics in problemate inuerso e loco paraUuxi affecto locum ab cadem liberum de- 
tcrminaro oportct. 

Bxemplum. Sit ascensio recta Solia pro centra terrae 99o°46 / 44'65 =i, 
declinatio — i5*49'43*94 =8, distantia o,ggo43u =r ; porro tempos sidereum in 
aliquo loco in terrae supcrlicie gradibus cxpressa 78*90' 38" =£, loci eleuatio poli 
45* 97' 57" =J5, parallaxis media solaria 8*6= R. Quaeritur locus Solis ex hoc 
loco Tisus, distantiaque ab 



log R o,9345o log R. 0,93450 

log cosi? 9,84593 log sin B, y,8">a90. 

C.logr o,oo4»8 C.logr o,oo4i8 

C . log cos/? 0,01 679 C . log sin 0 o, i o3 1 7 

log sin (X — L) 9 ,785o8 logsm( /? — 6) 9,77 1 59 n 

\og{J—X) 0,58648 log(Jb—B) 0,66697 » 

l—X = + 3*86 b—8 = — 4*64 

/ = aio'iV 48'5i b = — i5°4 9 '43-86 
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log tang 27 0,00706 Iog(6 — £J) ...0,66637 « 

log cos (J — L) 9,89909 n log cot (/J — 0) 0,1 55 a » 

log tang 0 0,10797 n logr 9,9{P»2 

0 = i37°. r )-'o" logT » , 6855? 

0— <?=— i*5**6'i** log(r— A) 5,48a88 n 

r — A — — o,oooour><i 
A = o,99oi6i5 



Aberratio fixarum , nec non pars ea aberration!* planetanun et cometarum 
quae sob' motui tcrrae debetur, oritur inde, quod cum terra integra tubus moue- 
tur, duin radius luminis ipsius ascm opticum pcrcurrit Corporis coelestis locus 
obseruntus (qui ct apparent sen abcrratione affectus dicilur) determinatur per si turn 
axis optici telcscopii ita collocati , vt radiua luminis ab illo cgressus in \ia sua 
Ttramquc huius axis extrcmitatt-m ottingat: hie autem situs diuersus est a aim vero 
radii luminis in spatio. Dislinguanius duo tcmporis momenta /, f*, vbi radius lu- 
minis extrcmitatcm anlcriorem (centrum vitri obicctiui ) , \bique posteriorem (focum 
▼itri obiectiui) attingit; sint harum extremitatum loci in spatio pro momento priori 
a, b; pro posteriori a, b'. Tunc patet, rectam ab' esse situm rerum radii in spa- 
tio, loco apparenti autem respondcre rectam ab tcI a'b' (quas pro parallelis ha- 
bere licet): nuHo porro ncgouo pcrspicilur, locum apparentem a longitudine tubi 
non pendere. Differentia inter situm rectarum b'a, ba est aberratio qualis pro slel- 
Rs fixis locum habct: modum earn calculandi hie tamquam notum silcntio transi- 
tu*. Pro stellis errontibus autem ista differentia nondum est abcrratio completa: 
planeta scilicet, dum radius ex ipso cgressus ad terrain descendit, locum suuni 
ipso mntat, quapropter situs huius radii non rcspondct loco geocentrico vero tem- 
pore ohseruationis. Supponamus, radium luminis qui tempore * in tubum mpin- 
git tempore T t planeta egressum esse ; designeturque locus planctae in spatio tem- 
pore T per P r tempore t autem per p; denique sit A locus extremitatis antecc- 
dentis axis tubi pro tempore T. Tunc patct 

i* rectum AP exhibere locum vcrum planctae tempore T. 
a* rectam ap autem locum vernm tempore /. 

5" rectam ba vel b'a locum apparentem tempore t vel / (quorum differen- 
tia ceu quantitarf infinite parua spectarr potest). 

4° rectam b'a cuudem locum apparentem' ab abcrratione fixarum purgatum. 
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lam puncta P, a, b' In linea recta iaccnt, cruntque partes Pa,ab' propor- 
tionals temporum interuallis t—T t i—t, siquidcm motus lominia celeritatc mi- 
fonni peragitur. Temporis uitervallum ( — T propter immrmam luminis velocita- 
tem semper est perparuum, intra qnod motuin terrae tanquam rectilineum ac celc- 
ritatc nuformi peractum supponere licet: sic eliam A, a, a in directum iacebunf, 
partesque Aa, ad quoquc interuallis t — T, i — t proportionates erunt. Hiiic Ta- 
cile concludilur, rcctas AP ', b'a' esse parallels, adeoque locum primum cum tcr- 
tio identicum. 

Tempos / — T erit productum distanliae Pa in 4n,3*, intra qaod hi men 
prrcarrit distantiam mediam terrao a Sole, qnam pro vnitoto accepimus. In hoc 
culcuJo pro distantia Pa cliam PA vcl pa accipcre lieebit, quum differentia nid- 
lius momonti esse possit. 

Ex Ids principiis tres rlemanont methodi, planetac Tel comctao locum ap*- 
parentcm. pro quouis tempore * dctcrmininondi , e qnibus modo hanc modo illom 
praeferre conueniet. 

I. Subtrahatur a tempore proposito tcmpus intra quod lumen a plancta ad 
terrain descendit: sic prodibit tcmpus reductum- T, pro quo locus verus more so- 
lito computatus cum apparonte pro / identicus *rit. Ad computum- reductionia 
temporis t — T distantiam a terra nouisse oportet: plrrumque ad hunc finem. sub- 
sidia commoda non decruat c. g. per tpbemeridem vel leui tantum calamo calcu- 
latam, alioquin distantiam veram pro tcmporo * more solito scd ocglecU praeci— 
aionc nimia per caJculum praeliminarem determinare sufficiet.. 

If. Computetur pro tempore proposito t locus vcrus atque distantia, ex hac 
rcductio temporis/ — T, atque bine adiumento mot us diurni (in longitudine ct lati- 
ttidine Yel in ascensione recta et declinatfone) rcductio loci veri ad tempus T. 

111. Computetur locus heliocentricus terrae quidem pro tempore / : locus he- 
liocentricus planetac autcm pro tempore T: dcin ex horum corabinatione more so- 
lito locus geoccntricus planetae, qui aberratione fixarum (per nrcthodum notam, 
cruenda siue c tabulis depromenda) auctos locum apparentem quaesitum suppedilabiL 

Mc-iiiodus sccunda, quae vulgo in Ysum vocari solet, eo quidem prae reli- 
quis se commendat, quod ad distantiam determinandam numquam opus est calculo 
duplici, attain cn co laborat incommodo, quod adhiberi nequii, nisi plure» loci vi- 
cini vel calculeotur vel ex obeeruationibua km innolucrintj alioquin cnim moium 
duiraum pro daio habere aon hceret. 
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Incommodum , quo raclhodus prima et tenia prcmuntur', plane tollitnr quo- 
ties plurea loci sibi vicini calculaudi sunt. Quam priiuum enim pro quibusdam 
distantiae iam innotnerunt, perconunodo ct pracciaione sufficiento distantias pro- 
ximo sequent cs per subsidia trita concludere liccbit. Ceterum si distantia eat nota 
inethodus prima tertiae ideo plerumque praeferenda erit, quod aberration* fix arum 
opus non habet; sin vero ad calculum duplicem refugiendum est, tertia eo so 
commendat, quod in calculo altero locus tcrrac saltern retinendus est 

Sponte iam se oflerunt, quae ad problema inuersum rcquiruntnr, puta si 
e loco apparente verus deriuandus est Scilicet secundum method um I retinebis lo- 
cum ipsum immutatum, sed tempus r, cui locus propositus vt apparens respondet, 
conuertes in reduction T, cui idem Umquam verus respondebit Secundum mc- 

thodum II retinebis tempos / , scd loco proposito adiicies motum intra tempus t T, 

quasi istum ad tempus t+{t — T) reducere relies. Secundum mrthodum III locum 
propositum ab aberratione fixartun liberatum taraquam locum vcrum pro tempore 
T considerabis , sed terrae locus verus tempori r respondens retinendus est ac si 
ad istud pertincret Ytilitas methodi tertiae in Libro secundo clarius ehicebit 

Ceterum, no quid desit, adhuc obseruamus, locum Solis ab aberratione 
perinde affici ac locum planetac: sed quoniam turn distantia a terra turn motua 
diurnus propemodum sunt constantcs, aberratio ipsa semper valorem lantum non 
constautem obtinet motui medio solis in 495" aequalera, adcoque =:»o*a5, quae 
quantitas a longitudine Tera subtrahenda est vt media prodeat Valor aberrationis 
exactus est in ratione composita distantiao et motus diurni , siue quod eodem re- 
dit in ratione inuersa distantiae, vnde ille valor medius in apogco o*54 diminuen- 
dus in perigeo tantumdem augendus esset Ceterum tabulae nojfrae solarea aber- 
rationem constantem — ao"35 iam includunt; quaproptcr ad obtinendura Iongitudi- 
nem rcram tabulari ao"a5 addere oportebit 

73. 

Fincm huic Sectioni imponent quaedam problemota, quae in determinations 
orbitarum planet arum et cometarum vsum frcquentcm praestant Ac primo quidem 
ad parallaxcm reueniemus, a qua locum obseruatum Hberare in art 70 docuiwus. 
Talis rcductio ad centrum terrae, qutim planetae distantiam a terra proxime saltern 
notam supponat, instilui ncquit, quoties planetae obseruati orbita omnino adhuc 
incognita est Allamcn in hoc quoque casu fincm saltern eundem assequi Ucet, cuius 
eaussa rcductio ad centrum tcrrac suscipitur, ideo scilicet , quod hoc centro in piano 



Digitized by Google 



BEf.ATIONES AO LOCTK SIMFLICEW IN 8 PATIO 8PECTAKTBS. ?I 



edipticae iacento Tel kcere supposito plurea formulae mniorem simplicitatcm et 
cinniUtem nanciscuntur, quam si obscruatio ad punctum extra planum eclipticae 
referrctur. Hoc itaquc respectu nihil interest, Ttrum obseruatio ad centrmm tcrrae 
an ad quoduis aliad punctum in piano eclipticae rcducatur. Iam patet, si ad hune 
finem punctum intcrsectionis plani eclipticae cum recta a plancta ad locum Yerum, 
obseruationis ducta eligotur, obseruationem ipsam nulla prorsu* reductione opus ha- 
bere, qnum planel a ex omnibus punctis illiu* rectac perinde \Ldealur *) : quamobrcra 
hoc punctum quasi locum ficlum obseruationis pro vero substituere Lcebit. Situm 
illius puncti sequent! modo determinants. 

Sit corporis coelcstis longitude i, latitudo /5, distantia A, omnia respertu 
loci vcri obseruationis in tcrrae superficie, cuius zenith respondeat longitudo /, la- 
titudo b; porro sit x semiibamcter tcrrae, L longitudo hcliocentrica cenlri tcrrae, 
B eiusdem latitudo, R eiusdem distantia a Sole; denique V longitudo heliocentrica 
loci ficti, It ipsius distantia a Sole, A + 3 ipsius distantia a corpore coclcsti. Tunc 
nullo ncgotio erucntur aequationes scqucntes, denotante AT angulum arbilrarium: 
Xcos(V— A")+<Jcos/3co«U— N) = Rco*Bcos(L— N)+xcoabco$(l— N) 
RtaniL' — N) + 3 cos fi sin (X — N)=RcosB aia(L — A)+jrcos6sin(/ — A") 
3 &iafi =zRsmB + xsinb 
Statuendo itaque I. (22 sin 2? +« sin ()cotang/9 =ft, erit 

IL R 1 cos (Z/ — A") = RcosBcos(L — AT) +*rcos6 cos (/ — A') — ju, cos (i — N) 
UL 2?*in(£/ — N) = Root B$in{L—N)+x cos bsia(l — A") — fis'w(l — A T ) 

rv. 3 = 

cos/J 

Ex acquationibus II, III determinari poterunt R' et L' f ex IV intern allunr 
temporis tempori obseruationis addendujn quod erit minutis secundis = i<j5j. 

Hac aequationes sunt cxactac et generates, poteruntque tunc quoquc ndhi- 
beri, vbi pro piano ecliptica acquatore substituto X>, If, /, I designant ascensione* 
rectos, By b, /? dcclinationes. Sed in casu do quo hie potissimum agimus, scUi- 
cct vbi locus fictus in ecliptica situs esse debet, cxiguitas quantitatum B, x, L'—L 
adhuc quondam formularum praecedentium contractionem pcrmitlit. Potent cnim 
pro x assumi parallaxis media Solaris, B pro sin B, i pro cos B ct cos (IS — L) r 

*} Si vltinia pracciiio (taidcrarctnr, intcruallom temporii, intra quod lumen a vcro- loco ob- 
•eruitionu ad firtnm trn ab hoc ad ilium dclabitur, tempori propositi rrl addere yvi inde tubdu- 
cero oporteixt, tiquidem de locia abcrrationc affectis agitur: scd haec differentia f ix vttiua j 
esse potest, ui»i Jalitudo pei-paraa futrit. 
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U-— L pro sin(Z/— -Z.). Ita faciendo A T = Curmuke praecedentes assumnnt 



II. +/reosfccos (/ — L) — ^cosC; — L) 

III. Z/-X, = »W.in(/-^--,,.in(i-7,) 

Proprie qnidem hie B, n, V — L in partibus radii exprimendi *unl; scd palct, a 
illi anguli in minutis secundis exprimantur, aequationes J, III sine mutaiione reti- 
neri posse, pro II autem substitui debere 

r» „ . <rco«fecos(/— £) — pctoU — L) 
K — K + aotiaoT 
Ceterum in formula III pro denominatorc R" absque errore sensibili semper adhibere 
liccbit if. Reductio temporis autem, angulu in minutis secundis expre«sis , fiet 
_ 4Q5*. n 
— so6a65".cos0 ' 

7 5. 

fixemplum. Sit X =554* 44' 54', /?=— 4 0 5a'5a*, / = 94*29', £ = 46*53', 
a8'54", B=z+o'4q, £=0,9988839, jr=8*6o. Ecce iam calculum: 

log R 9,9995 » log <r o, 9 345o 

log li 9,69090 log sin b 9,8653o 

log BR 9>^97» log /r sin b 0,79780 

Hinc log(BR+xamb) o,83o4o 

logcotangff 1,05873 h 

log/* 1,88910 M 

log IT 0,93430 log fJL ,fi8 9 i3 n 

log cos b 9>S3473 logi" 4,68557 

logi" 4,68537 log rox (; — /Q-9 , 9? 886 

Iqkcqs(/ — L) 9.990^0 6,55356 n 

5,44jao numcrus — 0,0003577 

nuraerus + 0,0000979 
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Hinc colligitur K — R +o,ooo5856 =0,9992695. Porro erit 

log «■ cos 6 0,76933 log/* 1,88913 n 

logsin(/ — L) 9,31794 logsin(; — L) 9,48371 n 

Compl. log ^ 0,00 03 a Clog # o,ooo53 

0,08749 i,375i6 
numerus + i*aa nuinerua + 9j*6i 

Vnde colligitur L' = L —33*39. Deaiquo babetur 

log « 1,88913 « 

Clog ao6a65 4,685»7 

log 490 3,69385 

Clog cot ft 0,001 65 

9,30930 «, vnde reduclio temporis =—0*186, adeoque 

nullius moment!. 

74. 

Problem a aliud, « corporis coeUalis loco geocentrico dque tifu plant crbi- 
tae eiui locum heliocentricum in orbit a deriuare , eatenus praeccdenti nfllnc est, 
quod quoqiie ab interscclionc rcctae inter terrain it corpus coclesle chictac cum 
piano positione dato pendct Solulio comniodissimc pelitur e formulia art. 65, vbi 
characterum significatio haec erat: 

L longitudo tcrrae, R distantia a Sole, latitudinem B atatuimus =0 (quum 
cam*, \bi non est =0, ad banc facile reduci possit per art. 73), vnde R = R; 
I corporis coelrslia longitudo geocentric*, b latitudo, A distantia a terra, r distan- 
tia a Sole, u argumentura latitudinis, ft longitudo nodi ascendentia, i inclinatio 
orbitae. Ita babemus aequatione* 

I. rcosu — Rco*(L — ft) = A cos *» cos (/ — ft) 
IF. rcosisinw — #sin(& — ft) =Acos6sin(/ — ft) 
HI. rsinisinM = A sin 6 

Mulliplicando aequationeml per rin(& — ft) sin 6, II per — cos(£ — ft)sin*>, III per 
— sin (L — /) cost, fit additis productis 

cos u sin {£j — ft) sin 6 — sin« cos i cos (1/ — ft) sinb — sin u sin 1 sin (L—/) cos 6 =0 

„ T . sin(/y — ft>sin*> 
TV. tang u = — — . ,„ — — - — — »- — 

cps«cos(/y — ft)sin£> -f smi sm ,L — /)co»f> 
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Multiplicand*) autem I per sin(/ — ft), II per — cos(/ — II), prodit productis 

V. r =■ — 



sinucos icos(/ — ft) — cos« tin (/ — ft) 
Ambiguitas in detcrminatione ipsius u per aeqn. IV, eponte toUhur per acqti. Ill, 
quae oslendit, u inter o et 180" Tel inter 180 0 et 56o c aedpi debere, prout lati- 
tude* b fucrit positiua vel ncgatiua; tin vero fuerit 6=0, aequatio V docet, stutui 
debere u =0 vel w=i8o u , prout sin (L — /) et sin(/ — ft) diuersa signa habeant, 
vel eadera. 

Computiun numericuxn formularum IV ct V varus modis per introduclioneni 

angulorum auxibarium contraliere beet. £. g. 

Jung^cos^-ft) ^ *in^tang(£-ft) 

am (/. — /) 6 ' *> 6 m(^/-f-i) 

tunc 1 sin (Z, — [) . cos/? sin tang (/> — ft) 

statuendo 77 1.. — = tang Z> , Ct tang u = : — ,. . .-: : 

cos(/> — ft) 07 o am (z» + t>) cos* 

Periude uequ. V per inlroductioncm anguli cuius tangens — cos i tang u , vel = 
taiig(/ ft £ ormain eoncinnioren, nanciscilur. Sicuti formulam V e combinations 



acquationum I, II obtinuunus, per combinationem acquationum II, III ad scqucn- 
tein pcrucnimus: 

K*m {l ft) 

r ~~ «int/(cos« — siuisin(/ — ft)eotong6) 
•t pcrinde per combinationem acquationum I, III ad banc 



*cos(L— ft) 

r ~~ cos 11 — sin « si n 1 cos J — ft) cotang b 



Vtramque perinde vt V per introduclionem angulorum auxibarium simphViorem red- 
dere beet Solutiones e praccedentibus demanantes collectae excinploquc iliustratae 
inueniuntur in Von Zach Monatlkhe Correspondent Vol. V. p. 54 o, quapropter 
bic euolutione vlteriori supersedemus. — Si pruetcr u et r etiom distantia ^ dc- 
sidcratur, per aequatiouwn III determinari potent 



75. 

Aba solutio problcmatia praec. supers truitur obseruationi in art 64 III tro- 
ditae, quod locus hebocentricus terrae, geocentricus corporis coclcstis ciusdemque 
locus hebocentricus iu vno codcnique circulo maximo sphaerae sunt siti. Sint in. 
fig. 3 ilb loci reap. T, G, 11 > porro ft locus nodi ascendentia; ft?', Sill partes 
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eclipticas et orbitae, CP perpend iculum ad eclipticam cx G dcmissura, quod igi- 
tur erit = b. Hinc et ex arcu PT=L — / dctormitiabitur angulus T alque ar- 
eas 'lXr. Dein in triangulo sphac-rico SI FIT data, sunt angulus A = s, angulus T 
lalusquc JlT = Zr — SI, vnde eruentur duo reliqua lalera ft// = M atquo TH. Tan- 

. ™ „„ RsmTG Rs\nTII 

dom cnt HG-TG — TH atque '■ = -^7^, A = ~l m 7/£— - 

76. 

In art. 5a Tariationcs difTerentiales longitudinis et latitudinis hebocenfrieae di- 
stantiaeque curtatae per variationes argumenti latitudinis u, inclinationis * radiique 
▼ectoris r exprimcre docuimus, posteaqne (art. 64, IV) ex illis deduximus Tariatio- 
ncs longitudinis et latitudiuis geocentricae , / et b: per combinalionem itaque ha— 
rum formularum dl vt db per du, di, dfl, dr cxpressae habebuntur. Sed opc- 
rac pretium erit ostendcrc, quomodo in hoc quoque calculo rcductione loci hclio- 
centrid ad eclipticam supersedere liceat, sicuti in art 65 locum grocenfricum im- 
mediate e loco h.-liocentrico in orbita deduximus. Vt formulae eo simpliciores eno— 
dant, latitudinem terrae negligemus, quum certo in formulis diflerentinLbus efTectum 
•ensibilcm habere nequcat. Praesto sunt itaque formulae scqucntcs, in quibus bro- 
Titatis caussa o pro / — &, ncc non vt supra A' pro A cos 6 scribimus. 

A' cos 0 = r cos u — R cos {L — O) — £ 

A' sin o =rcosisinu — R»m(L — ft) =9 . 
A' tang 6= rsinisinu =: f 
e quarum diiferenliatione prodit 

cosu.dA' — A'sinw.dw =d| 
sino.dA 4* A'cosa.d© ==d*; 

tang&.dA'+ -~ ~db = d£ 

Hinc per eliminationem 

-— sinu.df ^eosaj.dj; 

dw = A 5 

dft — coaosinft.df — sin a> sin 0.0*17 + cosft.df 

A 

Si in his formulis pro {, 9, f ▼alore* sui rite substituunhir, d» «t di per 
if, &u, di, dft expressae prodibunt; dein, propter d/=do + dfl, diffcrentia- 
lia partialiu ipsarum /, 6 ita se babebunt: 



I 



76 Lib a. I. Sbct. II. 

I. A' = — *' n w cos « + coj « sin u cos i 

A' /d/\ 
III. — \ ~^J~ J — — cos o&inu sin < 



n - ~7~ \~T77 ) ~ aoounu + cos « cos u cos* 



(do\ 
-p— J = — cos « cos « sin £ — sin cj sin it cos i sin b + sin u sin < cos 6 

A /do\ 

VI. — I 1 = cos w sin u sin 6 — sin o cos « cos i sin 6+ com sin* cos b 

, r „ A /dft\ . , 

VII. — I ) = *intjsini*sin»sin6 + sinwcosscoso 

VIII. =*in6sin(L— ft— o) = »inb»in(L—l) 

Formulae IV ct VIII hie iam in forma ad calculum comraodissima apparent ; for- 
mulae I, III, V autem per substilutiones obuios ad formam conciuniorcm redi gun- 
Mr, puta 

«••(!?)- TT-"-* 

HI*. ~ — cos tu tango 

/do \ Ji Jl 

V * \~d?) = ~7A co *( L — 0 9iab =—7ar *>ng& 

Denique formulae rcliquac quoque II, VI, VII per introductioncm quorundam an- 
guloruin aujriJiarium in formam •iinpliciorvm abcunt : quod commodisaime fit st- 



tang w 

quenti modo. Detenninentur anguli auxiliares M y N per formulas tang i)/ =— — — , 

... . , . _ cos V* 

tang A = sin a tang 1 = tang cos a sin *. Tunc simul fit cpg y7~ — ~ + tang TV* 

cos^+sino^sin** . ... 

= cost/: iam qunm ambiguitateni in detcrnunatione lpso- 




~~ cos i'-f tango* 

rum M, N per tongentes suas remanentem ad lubitum decidero liceat, hoc ita 

» . , , co&M . sin N . . . 

fieri pos?e patet, tt habcatur ^ v = + coso, ac proin ^ y = + sin *. Qui- 

bus ha fcctia, formulae II, VI, VII troiueunt in 



Digitized by Google 



JUXATtOVE* AD I.OCTM SIMPLICEM IN 8PATIO 8PECT ANTES. 

(d / \ r sin a eo »(ftf — ») 

VI* - { co»» s in f cos(iT!/-«)co8(A r -i)+ 8 in(ilf- f /) siii(X-/»J 



r sin « c o s / ens (A' — ft) 
AToTa 



Hue transforniationcs respectu ibrmiilarum II, ^^I ncminem mm-Bbunlur, respectu 
formulae VI antein ahqun cxplicatio baud superflua erit. Subslilucndo scilicet in 

formula VI priiuo M — (M — u) pro«, prodil - = 

cos (ftf — m) I cos a sin M sin ft — sin « cos / cos jl/siu ft + sin * cos jV cos ft J 

— sin (AT — I cos 6) cos Msinb sindj cos/sin Alsin b — - sin i sin fflcas b J 

lam fit cos a sin ilf = cos/ 1 cos «a sin ^/ + sin i'cosey sin jV = sin w cosi cosiV -f. 
sin »* cos <y sin jW; yndc par* prior illius cxpressiom's transit in 

siu / cos (il/ — u) j sin t cos w sin .V sin b + cos J/cos b J 

= sin/cos(.V — a) j cos o sin A* sin b + cos w cos A' cos b J 

— cos u nin / cos (.If — «) cos {N — ft) 

Perinde fit cos A r = cos«*cos A' + sinw t coaA T =r cos »cos.V+ sin w cos/ sin jV; vnde 
cxpressiouis pars posterior transit in 

— sin( J V — n) | cos A' sin ft — sin A' cos ft J = &iu(jfl — u) sinCA" — ft) 

Ilins cxpressio VI* protinus demasat. 



Angulus auxiliaris M etiam ad. transforniationem formulae I a<Ibibcii potest, 
quo inlroducto assumit formam 

<!/ \ smusinC M —u) 
\dr/~ Aiu'ntf 
e cuius comparab'one cunj formulal* concluditur- J?sin(Z<- J)sin ^f=rsiii wsin(,V-w); 
bine ctiain formulae II* forma paullo adbuc simphcior tribui potest, puta 

IJ " (4'u) =-^T «'>(^—0cot«ng(.V-«) 

Vt formula VI* adbuc magis contrahatur, angulum anxiliarem nouum in- 



■ 



1% Li dr. I. Sect. II. 

troducerc oporlct, quod duplici modo fieri potest, scilicet statuendo vcl tangP = 

lang(.'V— u) . . _ tan g (A— />) 

• — — :— . — , vel taneCJ — : — : quo facto emcrgit 

cos &> sin* ' cost, cost 1 ° 

/ d «A r »in (iff — if) co* ( K—b — P) _ rsin(.V— />) co» ( HT—u — Q ) 

Asia/ 1 ~ A«inQ» 

Ceterum quantities auxiliares .rtf, A", P, Q non sunt mere fictilioe, facilcqu*, quid- 

nain in sphacra coclesti singulis respondeat, assignarc licercl: quia adio hoc nioj.i 

a<quauonum praecedentium plurcs adhuc clcganlius cxhibcri possent per amis an- 

gulosuc in spliacra, quibus Ionian co minus hie immoramur, quuin in calculo nu- 

mcrico ipso formulas supra tradius superflnas reddtre non ralcont 
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Innrtis iis, quae in art. praec. euolutn sunt, cum iis quae in artt. i5, 16, 
so, 37, 98 pro singulis sectionum conicarum generibus tradidimus, omnia pracslo 
erunt, quae ad calculum variationum differentialium loco gcoccnlrico a variationi- 
bus singulorum elementorum inductarum requiruntur. Ad maiorcm illustrationem 
horum praeccptorum cxemphim supra in artt. i3, i4, 5i, 63, 65 tractatuin resu- 
Biemus. Ac primo quidem ad normam art pracc. dl ct d6 per dr, dw, di, dfl 
exprimemus, qui calculus ita se habct: 

log tang u 8,4on3 log sin u 8,40099 n 

log tang /. 9,367 23 



log cosi 



. 9,988.13 



log tang M 8,4ia6o 

M = i'28'5 2 - 
M~u = i65 17 8 

I* 

1. sin (JL -—I)-. 9,7» 1 a5 

log/? 9,998io 

Clog A' 9,9a°»7 

r> 9» 

C.logr ...9,67401 

,0 * (d?) 9»' 1363 



log tang A v 7,7b'8sa « 

N = i79 C .V5o" 
N — 6= 186 145 

n** 

(*) 9,63 9 6a 

l.cot(Af — «)..o,58o68 n 



log tang (M — «)- . .9,4 1 90a n 

log cos <y sin » 9,3/>56a n 

loy tang P 0,06070 

P = 49°n'i3* 

N—b—P= i36 5o 3> 

HI* 

log cos a 9»99986 n 

log tang & 9,04749 n 



log (d«) °» 93 °3o ^("dr)- 9,04735 » 



I 
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IV V* VI** 

9,9>83 7 9>8i793 log— o, 3 i35 7 

log long 6 9,04749 n 

1. co *(L-t).. -9 ,92956 C j ogr 9>f)74ol log sin (*/—«) o,4o484 



) 9> x »793 — 7dT\ : )ogcos(.V-A-P)..<j,8G3oi h 

, 11T (JL _ , l0fi V IT) 8 ' 56< J 4S C . log „Jn P 0,12099 

g \dft V 7T77.r 



log 8,687 



1 1 n 



Yll* VIII 

l.rsinMcoii . 9,75999 « (*). •QfiSQfo 

].cos(N-b) ...9,99759 n logungft 9>°*7*9 » 

C.IogA 9»9'7 5 9 

C . Jog cos A ,. ..0,00001 n 

1o *($)'"~ 9,6751 8 " 

Collcrlis hiace valoribus prodit 

dl = +o,ao589dr + i,66o 7 3d« — 0,1 1 i5a d/+ 1,70 458 <1 ft 
d&= + o,o57iodr — o,42895du — o,47355d«' — o,oi8G5dft 

Vix necessc crit quod iam sacpiua monuimus liic repeterc, scilicet, vel varialionea 
d/, db, du, d*, dfj in partibus radu cxprimendaa esse, vel coefficients jpsios 
dr per 206260" multiplicandos, si illae in minutis sccundi* expressae concipionlur. 

Designando iam longiludincm perihclii (quae in exemplo noslro est 52°i8'9*3o) 
per // atque aiiomaliain veram per «', erit longitude in orbita = = f+77, 

adeoque d « = d v + d 77 — dft, quo valor e in formulis praeccdenlibus substitute, 
dl et db per dr, dv, d/7, dft, di cxpressae babebuntur. Nihil itaque iam su- 
pcrest, nisi vt dr et dv ad normam artt i5, 16 per variationcs differentiates ele- 
mentorum ellipticorum exhibeantur *). 



*) Cbaractcrcm HI in calculo *equ<mtc b n<I ampb'ni itnffutaoi not tram auxiliu-rm cxprimcrr, 
•cd (vt io Sect. 1) ai.onw.lbim mcdi.un, qui.«jue .poutc videbit. 
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Trat in exemplo nostro, art i4, log =9,903 *>5 = log 



'°8 rr 



0,191190 

log cosy 9.9 8CI >» 

■i — econE = i,8oo85 
= 0,06018 



log. 



it a 
log — - 



..0,2407a 
0,19290 



Jog a o,493 44 

log tang <ji 9, 4o52o 

log sin 9,810,5 1 n 

log a 0,43344 

log cos? 9,98C">3 

log cos f .9, 84063 

lo s(j^) °>»5838 n 



log sin E. ."....9,76634 it 

lo *(l^) °>'999 6 11 

Hinc cotligitur 

dv = + i,5n54dJ»/ — 1,58475 dtp 

dr = — 0,47310 dM — 1,81576 dtp + o,8ooR5da 
quibus valoribus in formulis praecedentibus substitutis , prodit 
dl = + 2,11987 dM— 3,oo537 dp + o,j6*88da + i,G6o7.>d77 — 0,1 1 i5a dV + o,o4585dft 
db =— 0,66095 <LV+ 0,61 948 dp +> 0,02972 do— 0,49895 d/7 — o,47355 d/«f o,58o5od& 

Si teropus cui locus compntatus recpondet n dicbus ab epocha distare sup- 
ponitur, longitudoque media pro epocha per N, motus ditirnus per 7 dcnolatur 
crit M = N+n7 — 77, adcoque dfil = dN+nd7 — d/7. In excmplo rtostro lem- 
pus loco compulato rwpondens est Octobris dies 17,41507 anni i8o4 sub meridiano 
ParisiensS: quodsi itaque pro epocha assumitur initium anni i8o5, est /» = — 74,584g3; 
longitudo media pro epocha i*ta statula fuerat = 4t°53'2r6i , motusque diuroua 
= 824" 7988. Substituto iam in formulas modo inucntis prodilf Talore suo, muta- 
tioncs differentiates loci geocentrici per solas mutationes clem onto rum expreasae ita 
sc habent: 

<L/= 2,4 1987 dA 1 " — 179,96 d7 — o,75»i4d/7— 3,oo5a7 dip + o,i6488 da 

— 0,1 1 1 52 di + o,o4585 dft 

d b = — o,r>6">o.i d A + 4^67 d 7 + 0,23698 d 77 + 0,61 948 dip + 0,09979 d a 

— « v i -."»." 3 d ■' -J- <»,"8o."<> (1 0 
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Si corporis coclcstis massa vel ncgligitur vel saltern tamquam rognita sperlolnr, 
7 et a ab inuiccm dependentes erunt, adcoquc vel d7 Tel da e fonuulis no- 
stria eliminare Lcebit. Scilicet quum per ait. 6 liabcatur 7 a* =5*^(1+^, erit 

• J — — \ —~- , in qua formula, si d7 in partibus radii cxprimenda est, otiam 7 

perinde expriracre oportebit Ita in exemplo nostro habctur 

log 7 2,91 635 

logi" 4,685:) 7 

log} 0,17609 

C. log «.... 9^57756 

log -j^-...7,35557 n, siao d7= — 0,0033676 da, atque da =—440,99 d 7, 

quo valore in formulas uostris substitute, tandem emergit forma vltima: 
ri7 = 3,4 1 287 diV — a5a,6 7 d7 — o, 7 5a 1 4 dJI — 3,oo5a7 d<p — 0,1 1 1 5a di + o,o4385 dft 
db=: — o,665g3 diV+56,57 d7+o,a3698 dJ7+ o,6i s48 d<p — o,47335 di+ o,38o3o dfi 
In euolutione harum formularum omnes mutationes dl, do, dN, d7, dIZ, da>, d», 
dfi in partibus radii expressas supposuimus, manifesto autem propter homogeneitatem 
omnium partium eaedem formulae eu'amnum valcbunt, si omnes illae mutationes 
in minutis secundis exprimuntur. 



I 
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SECTIO TERTIA 

Relatione* inter locos pltires in erbila. 

78. 

Comparatio duornm pluriumne locomtn corporis coelestis turn in orbita turn 
in spatio tan t am propositionum elegantium copiam »ubminislrat , vt volumen integrum 
facile complerent Nostrum vero propositum non co tcndit, vt hoc orgumcntum 
fertile exhauriamus , sod co potissimum, Tt amplum apparatum subsidiorum ad so- 
lulioncm problcmatis magni de dctcrminalione orbitarum incogiiitamm cx obscrua- 
tioru'bus, inde adstruamus: quamobrcm noglcctis quae ab instil u to noslro nimis alicna 
rsscnt, [eo diligcutius omnia quae vllo modo illuc conduccrc possunt cuoluemus. 
Disqmsitionibus ipais quasdam propositionca trigonomeliicas praemiltimus , ad qua*, 
qumn frcqucntioris vsus sint, sacpius recurrere oportct. 

I. Dcnotanlibus A , 11 y C angulos quoscunquc, habctur 

sin Asia (C— B) + sini?ain (A— C)+ sinCsin(i? — A) = o 
cos ^ sin (C — -B) + cosJ? sin {A — C) + cosCsin (2? — A) — a 

II. Si duae quantitates p, P cx acquationibus talibus 

ps\n(A— P) = a 

p&hn (B — P) = b 
dcterminandao sunt, hoc fict gcncralitcr ndiumento formulariim 

ps\n(R—A) sin(//— P) = osin(//— A) — a sin (H—B) 
psw(B—A)co S {II—P) =beos(/I—A) — acos (II— B) 
in quibus H est angulus arbitrorius. Hinc deduruntur (art i4, II) angulus // — P 
atquc p sin (B — A); et lunc P et p. Plcrumquc conditio adiecta esse solct, vt 
p esse debeat quantitas positiua, vude ambiguitas in dctcrminalione anguli // — P 
per tangentem suam deciditur; deficicntc autcm ilia conditione, ambiguitatem ad 
jubitum decidere licebit. Vt calculus commodissimus sit, angulum arbitrarium // 
vel = A vel = B vel = t (A+ B) slalucrc conueniet In casu priori acquationcs ad de- 
terminaDdum P et p erunt 

nsin(y/ — P) = a 

b — ocos(5 — A) 
P^Ar-P) = -^—^^y- 
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In casu secundo aequationcs prorsus analogae erunt; in iasu Icrtio autem 
P$ in(i,/+ii?-P) = — f+Jb^f 

Quodsi itaque angulus auxiliaris £ introducitur , cuius langcns = £ , inueaietur P pc* 

tang (1 A+ i B — P) — tang (45* + {) tang i (27— A) 
p per aliquant formularum praecedentium t vbi 
, L , . . «»in(4S'+C) 0 sin(4<r+g) 

c a£> a cos (45*+ J) 6 cos (45°+ £) 

$(6 — a) = cos (45 +0V sin2 £ = sinf^a = ginf^a 

III. Si /> et P determinandae sunt cx aequationibu* 
pcoi{A—P) — a 
pcos(B—P) = b 

omnia in II. exposila statim applicari possent, si modo illic pro A el B vbiqua 
scriberctur go" +^,90' +2?: sed vt vsus eo comniodior sit, formulas cuoluta* ap- 
poncrc non pigct. Formulae generates erunt 

p»in(B — A)&ai{H—P) = — 6cos(/7 — A) + acos(H — B) 
psia(B-A) cos ( //— P) — b sin ( H— A) — a sin ( // — B) 

Transcunt itaque; pro 11= A in 

. , . acos(/? — A) — b 
p sin {A - P ) = sin{u _ yJ) 

pcoi(A — P)~a 

Pro II— B, formam similcm oblinent; pro II=zi(A+B) autcm Hunt 

r^iA+iB-P)^ ^w-jf 

p c a<i A+iB-P)= 

ita rt introducto angnlo auxiliari £, cuius tangens = fiat 

cotang ( * A+ i B—P ) = tang 45 s ) tang i ( B—A ) 
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Ceterum ai p immediate ex a et b sine praeuio compulo angub' P deter- 
juinare cupimus, habemus formulam 

j>sin(2?— J)=y/(aa+bb— aabcos(B— 
turn in problemale praecente torn in II. 
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Ad completam deterfniuationem sectionis conicae in piano sno tria rcqui- 
.-untur, situs pcrihelii, cxcentricitas et semiparametcr. Quae si e quantitatibus datis 
ab ipsis pendentibus eruenda sunt, tot data adsint oportet, Tt tres aequationes ab 
inuicem indepcndentes formare liceat. Quilibet radios vector magnitudine et posi- 
tione dalus vnam acquationem suppeditat : quamobrem ad determinationem orbitae 
tres radii rectores magnitudine et positione dati requirunlur; si yero duo tantum 
habcntur, rel mum elemcntura ipsum iam datum esse debet, vcl saltern alia quac- 
dam quantitas, cui acquationem tertiara superstruere hcet. Hinc oritur Tarietas 
problematum, quae iam deinceps pertractabimus. 

Sint r, r duo radii vectores, qui cum recta in piano orbitae c Sole ad lu- 
bitnm ducta faciant secundum dircctionem motus angulos N, A'; sit porro 77 an- 
gulus quern cum eadem recta facit radius rector in peribelio, ita vt radiis rccto- 
ribus r, r respondeat anomaliae vcrac N— IT, A ' — 77; denique sit e execnuici- 
las, p semiparameter. Tunc babentur aequauoncs 

-^-=i+ <? tos( J V— Z7) 

y-= i + ccos(A'— 77) 

e quibus, si insuper vna quantitatum p, e, TI data est, duas rebquas detcrminare 
liccbit. 

Supponamus primo, datum esse semiparamctrum p, patctque deltrminatic— 
quant latum e et 77 ex acquationibus 

ecos 



(A'_77)=-f -. 
e cos (JV — 77) = -y- — ' 
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fieri posse ad normam lemmata III in art. praec Habcmus itaquc 
taog(^-/7)=co la ng(A-'-JNr) p^ ffi^-A') 

r ' +r — — - 



80. 

Si angulus 77 datus est, p ct c dctcrminabuntur per aequalioiK*. 
rr' (cos ( Y — 77)— cos ( A" — 77}) 
P ~ r cos ( A - 77) — /"'cos (A '^77) 

r — r 

* rcos( Y— IT) — r'cos(A' — 77) 
Denominatorcxn conunnnem in Ids formulis rcducere licet sub formam a cos {A — IT;, 
ita vt a et ^ a 77 sint independentcs. Designuntc scilicet 77 angulum arbitrarium, 
fit 

m > ,*? n I (rcos(Y-77)-r'cos(Y'-77))co*(77— 77) 
( — Qrsin(/V — II)— r sin(A — 77)J sin (77 — 77; 
adeoque = ocos(^ — /7), si a ct dcterminantur per aequationes 

r cos ( Y— 77) - / cos (A"— //) =a cos ( A - H) 

r 5 in( Y — 77) - /•' sin ( Y' — 77) = a sin — 77) 
Hoc modo (it 

srr'mij (\ ' — Y) g i n ( t A '+ j Y' - 7 7) 
/ ' _ acoa(A-II) 

r — r 
e — a cos (.,7— 77) 

Hac formulae imprimis sunt commodae, quoties pet « pro pluribus valoribus ipsiua 
77 computandae sunt, manentibus r, r, Y, A". — Quum ad calculum quantita- 
tum auxiliarium a, A angulum 77 ad libitum nssumerc liccat, v re crit statuere 
77=i(A'+A"), quo paclo formulae abcunt in lias 

('"' — r) cos i (A ' — Y ) = —acos(A— *Y— *A') 

( r ' + ' ) sin i (A" — A T ) = — a sin — i A* — J A") 
Determinate ilaque angulo A per aequationem tang (A — iN — \ A") 

; ' + r . ,w " 1 cqs(^/— ;Y— iA') 

= _„ langi(A ,_ iV)> statim habetur e=- ^^-^J^ • 



8G Li dr. I. Sect. III. 

r'+r 

Calculum logarithm* quanutatis r per aililicium sarpius iam expb'catum con- 

Irahere liccbiL 

8». 

Si excontricitas e data est, angultis 77 per acqtiationpm 

cos(^-77) = ^ka'-a-) 

inuenietur, postquam angulus auxiharis A per acquationem 
tang(^-i^-iA') = -pr^- tangS(JV"— A T ) 

determinants est Ambiguilas in dclerminatione anguli ^ — 77 per ipsius cosinuin 
remanens in natura problematis fundata est, ita vt probkmati duabus solutionibus 
diuersis satisfieri possit, e qui bus quam udoptarc quamue rciicerc oporteat aliunde 
decidendum erit, ad quem fincm valor saltern approximate ipsius JI iam cognitus 
esse debet. — Postquam 77 inuentus est, p vel per formulas 

p = r(i + * cos (A— 77)) = r'(i+*cos(A— 77;) 
rcl per banc computabitur 

a rr e sin j (A ' — A*) s i n} (A r + A" — 77) 

P= /—r 

82. 

Supponamus deniquc, tres radios veclores r, r, r" datos esse," qui rum 
recta ad lubitum c Sole in piano orbitae ducla faciant augulos A 7 , A ', A". Uabc- 
buutur itaquc, retentis signis reliquis, aequationes (I): 

— =i+<?cos(A r — 77) 

r 

-£-=i+ecos(A'— 77) 

•4-r=i+ecos(A T *— 77) 

e quibus p, IT, e pluribus modis diuersis clici posjunt. Si qaontitatem p ante re- 

liquas computare placet, multiplicentur Ires aoquau'oncs (I) resp. per sin (A" — A"). 

— sin (A* — A*), siu(A— A T ), fictque additis productis per lemma I. art. 78 
_ sin(N -A ') — sin (A' — A*) + sin (A'— A) 

•J-sin(A -A') - 4 sin(A'-A) + y sin(A'-A r ) 
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Ilaec expressio propius considerari merctur. Numerator manifesto fit 

= 3$inl(A*— A')co5i(.V— A r ') — asini(A — A"') cos (i A" + i A"'— A') 
= 4sini ( V" — A"')sin4 (A* — A)sini(A" — A') 
Statucndo porro r'/sin(A" — A"}=«, rr"sin(A'" — A 7 ) s= rr'ain ( A*'— A r ) =n, 
paJrt in, in, in* esse arc-as trinugulorum inter radium yectorem secundum et 
tertiuin, inter primum et tcrtiuin, inter primum et secundum. Hinc facile pcr- 
spicietur, in formula noua 

4 siu j (A*' — A" ) jin j (A — A') sin j (X — A T ) . rr'r' 
P — «—«'+« 
denominatorem esse duplum areae trianguli inter trium radiorum vectomm'cxtrerai- 
tales i. e. inter tria corporis cot-lc&tis loca in spalio contenti. Quoties hacc Ioca pa- 
rmn ab inuicem remota sunt, area ista semper erit quantitas pcrparua et quidem 
ordiuis terfii, siquidem A' — A, A" — A' vt quanutatcs paruae ordinis primi spe- 
t-tantur. Hinc simul concludilur, si quantitatum r, r\ r", N, A", A* vna \el plu- 
res erroribu* Vtut leuibus oftecti sint, in dutcrminatione ipsius p errorcm perma- 
gnum illinc nasci posse; quumobrum harcce ratio orbitae dimensioned era end i ma- 
gnum praecisionem numquam admittet, nisi tria loca heliocenlrica intcruallis consi- 
derabilibus ab inuicem distent. 

Ceterum simulac semiparametcr p iuuentus eat, « et II determinabiuitur o 
combination© duarum quarumcunque aequationum I per mctliodum art. 79. 

83. 

Si solutionem ciusdem problcmatis a computo anguli n inchoarc malumus, 
melliodo seqticntc Ttcmur. Subtrabiuuis ab aequationum (I) sccunda tertiam , a prima 
tcrtiam , a prima secundum , quo pacto Ires nouas scqucntes obtincmus ( II ) : 
1 1 

1 I 

1 1 
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Duae quoeciinqne ex liis acquationibus secundum lemma II. art. 7?. dabunt II et 

, vnde per quamlibtt ocquatiomtm (I) habrbunlur rliain e it p. Quodsi solu- 

tioncm Jcrtitim in art. 78, II traditam adopt anuis, rnmbinnlio aequationis primac 
cum terlia algoritlunum sequcntem producit. Dct< rniiiictur nngulus mixiharis t per 
aequatioucm 

S r » .ini(iV_A) 




jinJ(A'.'— -V) 

eritquc tang ( 4 A + S A" + j A* — n) = tang (45* + tang } ( V — A" ; 
Permutando locum secundum cum primo vel tcrtio, duac aliuc solulioncs hui* 

e 

prorsus analogae prodibunt. Quum hac methodo adhibila formulae pro ■ minua 

expeditae cuadant, e et p per metbodum art 80 e duabu* aequationum (1) erucre 
praestabit Cctcrum ambiguitas in determinationc ipsius ZZ per tangimtrm anguli 
* jV+i A'+J A r " — 77 ita decidi debebit, vt e fiat quantitas positiua: scilicet mani- 
ft-stum est, pro « valores opposilos prodituros esse, si pro II valorcs 180° diuersi 
accipiantur. Signum ipsius p autem ab hac ambiguitate non pendet, valorque 
ipsius p negatiuus cuadcrc nrquit, nisi tria punota <lata in parte hyperbolae a Sole 
auersa iaceant, ad qucm casum legibus naturae contrarium hie non rcspicimus. 



Quae ex applicalione method! primae in art. 78, II post substitution's ope- 
rosiorcs orirentur, in casu pracscnte commodius sequcnti modo obtineri possunt 
Mulliplicctur aequationum II prima per cost (A* — A'), tcrtia per cos-l(A"— A") 
subtrahaturquc productum posterius a priori. Tunc lenunatc I art 78 rite appli- 
cato*) prodibit aequatio 

p-)cotang T (A*-A')-i^ pr^eotangi (A' — A) 

= -^-sinKA*— A)eo$(iA T +iA'— 77) 

Quam combinando cum aequationum II secunda inuenientur IZ et — , et quidem 
O per formulain 



•) Stahwmto scilicet in fannul. scW. ^.i(A~-A"), B.\N+ J #--11. Cm%(N — A'). 
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jL .jL 

tang [{ A+; N'—n) = ; —, 

( 1 —7") cotnng \ (A*— A')— 1) cotangi(A' — A") 

Etiam bine duac a'iae formulae prorsus analogae dcriuantur, pernintaudo locum se- 
cundum cum primo vcl tertio. 

84. 

Quum per duos radios vectores magnitudine el positione dntos, atque cle- 
inrnluiu oibitae rnuui orbitam inlegram dcterininare licral, per ilia daU etiam te/n- 
pti.iy intra quod corpus coelestc ab vno radio vectore ad alter urn mouctur, dcter- 
miuabilc crit, siquidem corporis massam vcl negligiuius vel saltern tamquam cogni- 
tam spectarnus: uo« supposition! priori inliaercbimus , ad quam posterior facile re- 
ducitur. Hinc vico versa patet, duos radio* vectores maguitudine et positionc da- 
tes vna cum tempore, intra quod corpus coclestc spalium intermedium describit, 
orbitam integram dctcrminare. Hoc vero problema, ad grauissiam in tbcoria mo- 
tus corporum coelestium referendum, haud ita facile soluitur, quilm expressio tem- 
poris per elcmcnta transscendens sit, insuperque satis complicata. Eo ningis dignura 
est, quod omni euro tractclur: quamobrcm lectoribus baud ingratum fore spcra- 
mus, quod praetcr solutiunem post tradendam, quae nihil amplius desidcrandum 
relinqucrc videtur, enm quoquc obliuioni cripiendmn esse censnimus, qua olim an- 
fcquam ista se obtulisset frequenter vsi sunius. Problrmata difficiliora semper iuuat 
pluribus viis aggrodi, nec bonam spernere ctiauiii mdiorriu pracferas. Ab cxpo- 
Mtione buius mcthodi antcrioiis inititim farinnis. 

Retinebimus chnractcres r, r , A", A', p. t, 17 in eadem signification e, in 
qna supra accepti nint; diBlrcntimn A' — A" denolal>iinu* per A, tcmpnsque mtra 
quod corpus coclestc a loco priori nd postcriorcm mouetur per /. Jam patet, si 
valor approximates alicuius quantilalnni *, f7 sit nolus, etiam duas rciiquas itide 
delerminari posse, ac dein per mcthodos in sectionc prima expbeatas tcmpiis mo- 
tui a loco priino ad secundum respondent. Quod si tcmpori proposito / acquale 
cuadit, valor supporitus ipsius p, e vcl 17 est ipse verus, orbitnque ipsa iain in- 
venta; sin minus, calculus cum vafore alio a primo pa rum diuerso repctitus doce- 
bit, quanta variatio in vnlore temports variationi cxiguac in vulorc ipsius p, «?, JI . 

j a 
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respondeat, Ttulf per Mmplicem intcrpolationcm valor correctus cmetur. Cum quo 
si calculus denuo rrpctitur, tcmpus emergens vel ex assc cum proposito quadrabif, 
vel sail em perporum ab eo difleret, ita vt certe nouis correctionibu 
sensum tarn exactum attingere liccut, quantum tabulae logaritbmicae et 
tricae perm! Hunt. 

Problcma ilaqtic eo irductum est, Tt pro eo casu, vbi orbita adhuc pen!- 
tus incognita est, valorem saltern approxiinatum alicuius quantitatum />,*,// de- 
termiiiare doccamus. Mctbodum iam tradrmus, per quam valor ipsius p uuila prac- 
cisione eruitur, vt pro paruis quidnri valoribus ipsius A nulla amplius corrertioiM 
indigeat , adc-oquc tola orbita per primum calculum omni iam praecisionc dctermi- 
netur, quam tabulae vulgares permittunt. Vix vmquam atrtrm alitor nisi pro va- 
loribus mediocribus ipsius A ad banc mctbodiim recurrere oportebit, qnum de!er- 
miuationein orbitae omnino adlmc incognitae, propter problematic conipb'cutioiicm 
nimis intriratam, vix aliter susriperc liccat, nisi per obscruationcs non nimis ab 
inuicem dislaules , aut polius tales , quibus wolus bclioccntricus non niuuus respondct. 

86. 

De:>ignando radium vectorem indefinitum seu variabilem anomaliae verae 
V— II rcspondeutont perp, crit area sectoris a corporc covlesti intra tempus / de— 
scripti sriyppdy, boc integrali a y — A" vsque ad y=A' exenso, odeoquc, ac— 
cipiendo t in signification art. 6, it^p=J(tgdy. Iam constat, per formulas a 
Colisio euolutas, si if* expriinat functionem quamcunque ipsius s, valorem conti- 
nuo magis appro ximatum integral is Jpx.dx ab x—u vsque ad * = « + A extensi ex- 
hiberi per formulas « 

iA(r«r ?> + A)) 

*A(p«+4?(«+iA)+7(«+A)) 

{A(9»« + 3y(« + f A)+3y(u + tA) + 7(i* + A)) 
etc. : ad institutum nostrum apud duas formulas primas subsistere suffidet 

Per formulam iUquc primam in problemate nostro habemus feply — 

A rr r 
|A(rr + rV) = - coga6> , si statuilur — =lang(45° + »). Quamobrem valor ap- 

Arr' 

proximatus primus ipsius \p erit — ~ ttcoaao » quern slatuemus = 3a. 
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Per formulam secundam lmbeinus cxactius f(>Qdt>= I A(rr+rr + 4JWi), 
desi^nante R radium vectorem anomaliae interinediac iN-\-±N' — JI respondantem. 
lam cxprimcndo p per r, R, r', N, N+i&, JV+A ad normam formulae in art 8a 
traditac , inuenimus 

4 sin i A**in i A 

P—7\ TV \ » * t<luo hiac * 

I 7"+ / ) »iniA — ^-sinA 

cos} A / i l \ a sin J A* coso 9 sin $ A' 

R ~ \r y ) ~p~ ~~ v' ('''' «> 8 3 P 

Statucndo itaquc "^^f""^ - S, fit R ~ C °" ^("'cos* w) > ^ 

cos <y (i — — ) 

Talor approximates socundus ipsius y'/j clicitur 

. 2 « cos 4 A* cos 3 6»* * 
V>=a+ j- =a+ y — 

(cos i A co» a 61 \* 
I —e. Scribcndo itaquo « pro i/p t detcrminabilur 

* per acquationcm (jr— or)(i — ) 3 ff , quae rite cuoluta ad quinlum gradum 

asccndercL Statuamus tr = q+/u., ita vt sit q valor approximatus ipsius jr, atque 
jU quail titas perexigua, cuius rpiadrata altioresque potentates negligere liceat: Qua 
subslilutionc prodit 

„ *g'-(?7-«?n?7--<? )L 

_ eq' + jqq— S)(aqq+ <»3q— 5a8)q 

lam in problcmate nostro habemus valorem approximatum ipsius jr, puta = 3a, 
quo in formula praecedeate pro q substitute, prodit valor corrcctus 
a 43 a*e + 3a (paa — 6) (o,aa + 70*) 
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ft == i+l/J » omne4t l ue opcrationea ad problematis solutionem 



L — = tang{i5°+») 
' it Arr ^ 

Uj » si " » A* ^ (rr cos a ct) 

27 act cos « ™~ " , 

_ r a cos 1 A 1 cos a «* 
" ' (1— 5,i)cos» a =y 
aQ+y+ai/?) 

Si quid a praecisione harum formularum remittcro placet, «tprc«siones ad- 
hue simpliciores euoltterc Heebit. Scilicet faciendo cos&> et cosat»=:i et cuoluen- 
d» valorem ipsius \/p in si riem secundum potestates ipsius A progredientem , pro- 
dit neglcclis biquadratis altioribosque potcstatibus 



vbi A in partibus radii exprinielidus est. Quare faciendo — ^ — =vV> habetur 

VL />==p ^1— *AA + 5^ ) 

Siraili modo explieanJo vV» "» sericm secundum polestatcs ipsius sin A progredieii- 

/•/•'sinA , . 
tern cinergit posito — = VP 

vu.v>=(. + ^-^)^,. i ~ 

VI i I. p =// + \ sin A 1 V 7 "-' 
Formulae VII et VIII conucniunt ctim iia, qu«s 31. Eulcr tradidit in Thearla mea- 
tus plaiietarum tt comet arum, formula VI autem cum ea, quae in vjum vocal u est 
in Recherche* ct calculs wr la vraie orbite tlliplique de la comet e de 1769, p. 80. 

87. 

Exenrpla sequmU'a vsum pmeceptonun praecedentium fllustrabunt , aimulque 
inde gradus praccisiouis acstiiuari potcrit. 
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I. Sil log r =o,53o76io, k>gr' = 0,0222209, A — j" o t 53" ^a^T^Q^ "^o : 
7 = 21,90091 di«s. Hie inucnilur « = — 53'-*7"go, Tiulo calculus vllerior iU sc 

babel ; 



kg A 4,436o6»c> 

log rr. 0,6029879 

Clog 5,9728722 

Clog/ 8,<>3888io 

C. lo g cn-i a fj 0, 00008 io 

log« 9,7208910 



log 2 o,5oio5oo 

alogcosiA !M)&8»97»* 

a log cos 2 w ...9,9998020 

C . log( I — 5 /J). . -0,0008 1 o3 
2 C. tog c os « 0,0000*20 



4 log rr cos 2 o o,5aGi5ip. 

2 logging A ",o38;)9"3 

log,V _8,S(>9(;0f)2 

C . log aa 0,0083 1 80 

C . log cos a 0,00002 » o 

Jog/f «,7953343 

ft = 0,000(1*15757 

if/+9i <y = 5,0074471 

log 0,(781980 

logcr 9,7208910 

Cl ogQ+5 ,*}... 9,90 8602s 

i°8vV' o.'sr" 41 ** 

log/> ..o-,5904836 



log- 0,2998 119 

y = 1,991098a 
21 (i= 0,0100*89 

Hie valor ip»iu« h>$p vix vna vnitate in figuta septima n rrro differ!: fonnnla \~l 
in hoc exempio dat log p = 0,395*807 j formula VII producit 0,0951780; denicpic 
formula VIII dat 0,59^170*, 

II. Sit Iogr = o ) 428279a,logr'=o,4o62o3o, A = 6a <f 5o'i6"G4, t =: "S^UMf? 
dies. Hinc cruitur u = — I°27'20*i4, Iog« =9,7 182048, ji =0,0 »5oo2 16, 7 = 
1,681127, ]og\/j}= 0,2198027 , log/? 3= 0.4596054, qui valor 187 vnilatibns in figuia 
scptinw iusto miner est. Valor enim veins in lioc cxcmplo est o, i."9t>207: per for- 
mukm VI inuenilnr 0,4368750; per formulam VII prodk o,4i5<)82 t; deniom- per 
fonnulam VIII eruitur o,io5iioo: duo postremi" valores hie a vero tan' um discre- 
poaf, yt ne approximationis quidem vice fungi posaint. 

88. 

Mcthodi secundae expositio pcrmullis relationibus nouis alqjuo clegnniibtts etrti- 
eleandis oecusionem dabit: quae qmim in diuersis sertionutn conicarum gcuenbns 
fomias diuersas induant, singula seorsim tractare oportcbit: ab ELL I PS I milium 
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Respondent duobus loci* anomaliac Tcrae v , v ( e quibus v sit tempore anterior), 
anomaliae cxccntricae JE, B\ radiique yectores r, r; porro sit p semiparametcr, 
«=siiiy» execntricitas, a aemiaxw maior, / tcmpus intra quod mollis a loco priino 
ad secundum absoJuiturj denique statuainus v — v — ?f, t/+v=:aF } & — E=2g, 

£'+E=mG, acos<p—~ 

V, VI art. 8 facile deducuntur aequalionea sequentes: 
[1] 6sm5 = sin/.v'T' 
[a] b sin G = sin F. y/ n ! 

|f cos/* = (cos fry cos 4 f'.(i +e) + »ioi vsin \v.{\-— efytfrr, siue 

[3] pcotg=(co*f-\re cos F)\^rr, et perinde 

[ i] p cos G = (cos F+ e cos/) vVr 

JS combinatione acquationum 3, 4 porro oritur 

[ ] cosy. yjrr— (cos g — ecosG)a 

[< j (os F.)/rrz^{zQ$G — ecos£ r )a 

£ formula III art. 8 nanciscimur 

[y| r— r = ftae»iagt'mG 

r'+r-Ja — aae cotg cos G = 3 a sing* + a cos / cos£ yVr 
vnde 

r + r' — a cos / cong rr' 
1 8 1 "= alioT 1 
Statuamua 

^ a cos/ 53 1 + 3 # » erilqU * 

a(/+»in4g»)ros/y/r/ 

M « ^17 

. , v/( 9 (/4«ni^eos/y/rr') . 
nec non V a =A J-JJ^; , ™ signum supenua acapcre oportet 

yel inferiua, prout »in£ posixiuus est tcI uegatiuus. — Formula XII. art 8 nobu 
suppeditat aequationem 

-•j- = E-etinE-E+etmE = 3g-* eung cos<7 = a^-auia^+acoa/aln^-^- 

Quodsi iam in hac aequatione pro a substituitur ipsius Talor ex io, ac breuitati* 
gratia ponilur 
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M — r — t— rr =OT 

9* cos J*(rr',* 
prod it omnibus rite rcductis 

vbi ipsi m signom supcrius vel iufcrius prai-figendum est, prout sin# positiuus est 
vel ucgatiuus. 

Quotics motus helioccntrirus est intrr 180 0 et 36o°, sine gencralius qnoties 
cos /est ne-atiuus, quantitas m per formulam «i determinata eundcrtt imaginaria, 
at-pic / ncgatiua, ad quod cuilaiidutn pro acqualiombus 9,11 in hoc rasa hasce 
aduptabimus : 

t»*J = 

Ln*] 



9* (—«»/)*(»/)* 
Tilde pro 10 et 12 hasce obtiucbimaa 

r *i — — ainig*) co«/y , /T / 

[10* \a= : — » 

L J sing 



Tbi sigoum ambiguum codem modo dcterminanduro est vt ante. 



89. 

Duplex iam negotium nobis tncumbit, primum, Tt ex acqaatione transcen- 
dente ia, quoniam solutionem directam non admittitj incognitam g quain couimo- 
dissime ertiamus; secundum, vt ex angiilo g inuenlo elcmtnta ipsa deducamus. 
Quae antequam adeamns, transformationcm quondam attingemus, cuius adiuniento 
calculus qoantitatis auxib'aris / vel L ezpeditius absoiuitur, insuperquo pluies for- 
mulae post euoluendac ad formam eleguntiorem reducuntux. 

Introducendo scilicet angulom auxiliarem a per formulam V —p-— 
tang(45°+ W ) detcrminandum , fit \/ ~+ >/ 
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a+C^nsO^'+w)— cot&ng(i5'+<»)y=i + itang>ia*; vnde hafeetur 

sin if* tang a a* _ _ ainj/ 1 tang 20 * 
~ cos/ + w / • £j — — WS / cos/"" 

JO. 

Cousidcrabimus primo casuin cum , Tbi e aolutionc aequalionis 1 a valor non 

. . . . 9 2 — siuag 
tanas mngnus ip«iu £ etnergit, ita \t ^-.p- 5 " >" striein secundum potcstate* 

jpsius sjni# progredientenj euoluere liccat. Numerator luiiu* cxprcssionis, quam 
per X denotabnnu* , fit 

= V «« *8*— V «n »»n i£ T — etc. 

Denominator autem 

= 8siu4^* — lasinig'+Jsini^'+ictc. 
Vnde X obtiiict formam 

Vt cutcin legem progressions cocfEcicntiuin «runmus, diflcrentiaimis acqualioncm 
Xsiag*=3g-»in-2g, rade prodit 3Xcos^«ng i +sing'-j^-= 3- 2cos 'iwiig*; . 

atatucisdo porro un = fit -^- =isia ^ ^ cor,cInditur = 

8— (SXcosg i — 5 ,V( i— a.r) dX 

6Mg* — (,_,) > ct P roin -37-- 4 - (.1-6*) X. 

Qiiodrfi igitur slatuimus 

( 1 +a*+y?xx+yx'+^*«+ctc.) 

ob tin-Minis aequatiancm 

f (a*+(a,?— a )«r+(3y— 2 j?)*' + (4<J -3 7 ).v« +.etr.)s=(8 - 4«}« + <8« - 4 0)« 
+(8/?— 4y)*»+(8y— i^J^+ctc. 



quue identic* esse debet. Huic colbgimusa= « , /9=fa, y='ffl, S~ }|y el-., 
vbi lex progres-Moiiis obuia cat. Habemus itaquc 

v « iJ-lll '''• S . l-C-9.li> 4.6.3.IO.U 

x - r +~ * + J7- « + * + 3.6. 7 : 9 . m ** + etc. 
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Hanc sericm transformare licet ia Gaclioncm coutiuunm stquenlem: 




7- SI 



1 — _£T7- V ' 



T. 1U 



3. 6 



n. 1 1 
1 TiT^* 



i — etc. 

Lex jectindum quam coefficients j-, — ~~ etc. progrediuntur, oLuiacsl; 

scilicet terminus huius seriei fit pro n pari — ■ ; — , pro « impari au- 

r *^ a /i+i. a«+o 1 r 

n + a.n + 5 ... , , . 

tern = 3H ^. t 3^4.3 : vltenor huius argumcnti euolutio ninus alicna esset ab iu- 

•tituto nostro. Quodsi iam statuimtu 



— r*— 



1. * 



1 — etc. 

Ct - Y = 7zr^ ' c . t — |) » at <i ne £=*~*+~^r> siilc 

sin /» ' — 4 (2 g — sin 9 s)( 1 — ? sin g % ) 
I = 2 1 V? • ^ — 1 5- ^' Numerator Imins expressions est quan- 

titas ordinis septimi , denominator ordiuis terlii, adeoqiic f orJiius quai li , siquidemg 
tamquam quantitas ordinis pruni, siuc * taniquam ordinis secundi spettalur. Iliuc 
concluditur, formulam hanccc ad conipuliim numcricum exaclum ipsius | haud ido- 
ueam esse, quotics g angulum non raldc considerabilcin exprimat: tunc autcm ad 
liunc fincm commode adhibentur formulae scquentes, quae ab inuiccm per ordincm 
commutatum numeralorum in coi-fficientibus fraclii difleriuit , et quorum prior e va- 
lore supposito ipsius x — | haud difficile deriualur *): 



*) DcUoctio posteriori* quwdjun twulbrnuboue* minim obui«a alinnuc occuiouc cipliciuidiu 
oupponit. 



<js - 
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'-JLif 

1— tVt* 

i — etc. 

sine 

I — ,¥ T * 

i — etc. 

In tabula tertia Iiuic operi anncxa pro eunetis valoribus ipsius no vsque ad o,3, 
per siugulas partes raiHtiimas, valores respondentcs ipsius £ ad septem nguras de- 
cimal cs compHtati rcperiuntiir. Hacc tabula primo aspcclu monstrat exiguitatcm 
ipsius | pro valoribus modicis ipsius ita c. g. pro h' — E= to", siue # = 5", 
vbi x = 0,00195, fit | = o,oooooo3. Supcrfluum fuisset, tabulatn adhuc vllerius 
oontinuare, quum termino vltimo x= o,3 respondeat g — (iG°a5' siue li — E= 1 3a c 5o'. 
Ceterum tabulae columna tertia, quae valores ipsius £ valoribus negatiuis ipsius x 
respondentes continet, infra loco *uo explicabitur. 

9'- 

Acquatio 19, in qua, eo de quo agimus cas'u, manifesto 
adoptare oportet, per introduclioncm quanliUtis £ obtinct forniaiu 

,„=(/+,)*+ _.('+*>*. 



Slaluendo ilaque V / ('+ x )= "'r> atque 



li >] ~~~g = h, omnibus rile rcductis prodit 

Quodsi itaque h tamquam quantltatem cognitam spectarc licet, y inde per aequa- 
tionem cubicam detenuinabitur, ac dcin erit 
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1 1 yy 

I/un etiamsi h implicet quantitatcm adhuc incognitam |, in approximationc prima 

,. mm 

eam negligere atque pro h accipcro liccbit - ^ , quoniam certc in- eo tie quo 

agiinus casu | semper est quantitas valJc pama. I line per aeqnationcs i5, 16 iJi- 
cientur y et x; ex x per (ubnlam III habchilur f , cuius adiumcnto per formulam i4 
cruetur valor correclus ipsins ft, cum quo calculus idem icpetitus valores corrc- 
ctos ipsarum y, x dabit: plerumque hi tain parum 0 prat redentibus different, vt I 
iterum o tabula III desumlu baud diuersa sit a valore primo : alioquin calculum tic- 
nuo repcterc oporterct, donee uullam amplius mutationem paliatur. Simulac quon- 
titas * inuenta rrit, habebitur g per formulurn sin = - T - 

Haec praecepta rcferuutur ad easum primiitn, vbi cos/ positiuus est; in 

cmsu nltero vbi negaliuus est statuimus >/ (L — x) — ~y~ otquo 

C' **1 1,^1*— <f =II > ™dxi aequatio 12* rite reducU transit in banc 

ir+orr 

. 1 

Per banc itaquc .acqttationem cubicam delerniinarc licet l r ex II, vnde rursus x 
deriuabitur per acquationem 
MM 

[IG*]X=L yy- 

Mil 

In approximatione prima pro // accipielur valor-jr^T" ; cum valorc ipsius x in Jo 

per aequationes i5*, 16* deriuato desumctur i' ex tabula III; hinc per formulam 
i t* babebitur valor correctus ipsius //, cnin quo calculu.s rodem modo repettlur. 
Tandem ex * angulus g eodem modo deterininubilw vt in casu primo. 

!)*• 

Quamquam acquationcs i5, 10* in fiuibusiLuu c.Tsibns Ires radices reales 
liaUcrc possint , tumcn mnbiguum numqitam ci it, quamnam in proMemate nostril 
adopioi-e oportent. Quum enim h manifesto sit 'quantitas posi'iun, ex aequalionuin 
(broria facile concluditur , acquationem i5 habere radicem vnicnm positiuam vel 

m ' 

mm dttabus imaginariis vel cum duabus negaliuis: hm quum y——,rj^-^ ncces- 



, IOO 
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sario esse debcat quantitas positiua, null am hie inccrtitudinem rcmanere paid. 

Quod vero attinet ad aequationcm i5*, primo obseruamus, L ncccssario esse ina- 

iorem qiiam 1 : quod facile probalur, ei aequalio in art. 89 Iradita sub fonnam L = 

ias\f* tang aw* . 
1 + ;_ - ■ + „ ponitur. Porro *ubstjiiH-ndo m aequatione ia* pro JW, 

T)/(L — x), prodit V+i = (L—x) X, adeoque F-fi >(i— x)X> t + + 

f ** + 13^75 *'+ c,c - >Tt <-'t proin Y>\. Statucndo itaque Y=. \ + Y\ ne- 
ccssario F' erit quantitas positiua, aequatio i5* autem hinc transit in banc 
J''+a rj"+(i— II)Y' + ,\— |//=o, quam plures radices posiliuas habere 
non posse ex acquationum tlieoria facile probatur. Ilinc colligitur, aequationcm i5* 
vuicam radicein babituram esse maiorcm quoin y *), quam neglectU reb'quis in pro- 
blematc nostro adoptare oporlcbit. 

93. 

Vt solutionem aequationis i5 pro casibus in praxi freqnentisaimis quantum 
fieri potest cominodissimam reddamus, ad calcem buius operis tabulam peculiorem 
adiungimus (tabulam II), quae pro valoribiu ipsius A ao vsque ad 0,6 logarithmos 
rcspondentes ipsius^ »d scptem figuras decimales summa cura computatos lexhibeL 
Argnmentum A a o vsque ad o,o4 per singula* partes decies millesimas progrcdi- 
tur, quo pacto differentiae secundae ipsius \ogyy euanescentcs sunt redditac, ita 
vt in hac quidrm tabulae parte interpolate simplex sufficiat. Quouiam vero tabula, 
si vbiuis cadem cxtensione gaudcrct, valdc volnuiinosa euasisset, ab A =o,oi vs- 
que ad lincm per singula* tantuui mUlesinias partes progredi debuit; quacnobrem in 
bac parte posteriori ad diffcreutias sccundas respicere oporlcbit, siquidem errores 
aliquot vnitatum in llgura sepiiuia euitarc cupunus. Ccterum valores minores ipsius A 
in praxi longe sunt frequentissiou. 

Solutio aequationis i5 quoties A limitem tabulae egreditur, nec non solub'o 
aequationis i5* sine difficultate per metliodum indirectam vel per alias mctliodos 
satis cognitas perfici poterit Cclenun baud abs re erit monerc, valorem paruum 
ipsius g cum valore negatiuo ipsius cos f consistcre non posse nisi in orbitis valdc ex- 
centricis, vt ex acqualionc 20 infra in art. g5 tradenda spontc elucebit **). 



*) Siquidem problem* reucra aolubilc ctsc jupp<'nin>u*. 

**) Ortcndit i»t< aequalio, si cos/ lit ncgitiuus, ? crrtc maiorcm esse debcrc quam yf—g- 
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Trottatio aequationum 13,13* ia art. 91, 93, g3 explicata, innixa est sup- 
position!, angulum g uon esse niiuis magnum, ccrlc iiifra limitem 66°2.V. vltra 
quern tabulam III noil extendimus. Quoties haec cuppositio locum non Label, ae- 
quauones illae tantis aruueiis non indigent: poterunt enim furma non niiitata tu- 
titsirae semper ac commodissimc tcntando solui. Tula scilicet, quoniam valor tx- 

3^— sins;? . , _ ... . , 

pressionis sing* ' ' 1U ^ aa 3 ^ m P ar " uu * r**" 1 cxpruncnuum esse sponlc 

patct, pro valoribus maioribus ipsius g omni praecisivne computari potest per ta- 
bula* trigonometricas , quod vtiqne fieri ncquit, quaindiu g est angulus paruus: 
commode, quoniam loci heliocentric! tanto iiitemallo ab iuuiccm distanlcs vix vm- 
quam ad deterniiuationcm orbitac penitus ndlmc incognita 0 adliibcbuntur , ex orbi- 
tae autcm cngnitionc quulicunque valor approximate ipsius g nulio propemodnni 
negotio per aequatiouem 1 vel 5 art. 89 demanat: deniquc c valore npproximalo 
ipsius g valor eorrectus , aequationi 1 3 vel 1 2 * omni quae desidcratur praccisione 
satisfaciens , semper panels tentaminibus eruetur. Ceternm quolies duo loci helio- 
centric! propositi plus vna reuolutione intcgra complect untur, memorem esse opor- 
tet, quod ab anomalia excentrica totidem reuoluliones completae absolutae [erunt, 
ita vt anguli I' — E, v — v vel ambo iaceant inter o et 3Go°, vel ambo inter mul- 
tipla similia totius peripheriae, adcoquc f et g vel siinul inter o et iSo°, vel inter 
multipla similia semi peripheriae. Quodsi tandem orbita omnino incognita csset, neque 
adeo constaret, Ttrum corpus coeleste, transeundo a radio vectore primo ad secun- 
dum, deseripscrit partem tnntum reuolutionis j an in super rcuolutioncm integram 
rnam scu plures, problema nostrum nonnumquam phnrs solution*** diucrsas admit- 
teret: attaxnen huic casui in praxi vix vmquam occursuro hie non immoranuir. 



93. 

Transimns ad negptium secundum, puta detcrminationem elemcntorum ex 
innento angnlo g. Semiaxis maior hie statim . habctur per formulas 10, 10*, pro 
quibus eliam sequcntes adliibcri possunt: 

smmcosfy/rr lilt 

I 1 /J o— yysmg* ~~ -tvyrr cos fusing* 

— z MMco tfy/rr iltt 

[l 7 J a- Vl s in^ - ti Yrr cos/ 4 ting* 



> 
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Semiaxis minor b — ^ap habclur per aequalionein 1, qn» cam prsoredrntibus com- 
biaata prodit 

f ,8] p = ( • kt J ) 

( Ir/sina/ V 

lam sector clliplicus inkv duos radios \cctoiva atque nicuin Hlipliwim (oiii.niu* 
Jit z=ill\/p, .trianguluin autcm inter eosdem radios vrrtores aique rhordmn 
=zirr sin a/: quamobmn ralio scctoris ad trianguliuii csl vt r: i \tl Y:i. Hw 
obscrualio maximi est momenli, simulque aequationes 12, 13* pulcljcrrime illuslrat: 

patet enim hinc, in acquatione 13 partes m, (/+*)*, X{l+x)l, in acquatione la* 

autcm partes M, (£—*)*, X{L — *)* respectiue proportionates esse arcao scctoris 
inter radios vectores atque arc urn cllipticum ) , areae trianguli (inter radios vecto- 
res atqutf chordam), areac segment! (inter arcnm atque cliordain), quoniam mani- 
festo area prima aequalis est vcl sununae vol differentiae dnarum reliquarum, prout 
v — v tcI inter o et 180* iaeet vel inter 1 8o* el ."Go*. In casu eo, vbi v — v ma- 
jor est quam 56o*, areac sccloris nrc non nreac segment) aream integrae ellipsis 
toties adiectam concipere oportet, quot reuolutiones integral ille mot us contiuct. 

Quum b sit = a cosy , e combinationc aequationuin 1, 10, 10* porro v- 

quitur 

— sin g tang/ 
J cos 7-= 2 (Z,_sinJ^) 
vnde suLsliluendo pro /, L valores auos ex art. 89 prodit 

, , sin/sin g 

l-Qoj C03 V 1 — cos/cos^'+atanga 

Ilacc formula ad calcuJum cxactum cxccntricitatis non est idoiua, quoiies liaer v 
modica est: scd facile ex ista deducitur formula aptior scqucris 

[aij tang,? _ shl . (/+ ^ + tangaa ,. 

cui etiam forma sequens tribui potrst ( multiplicando muneratorom rl denominatoreiii 
per cosw*) 
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Per Tlreunquc formulam (adhibitia si placet angulis auxiliaribus quorum tangenlM 

fang aw tang a « ainaa sin a *'? 

sin iU- S ) > ■«nT(7f^r I,r0pn0n ' Td ~^m-S) ' UnaiC/'+s; pn 
posteriori) unguium p omni semper praccisione detcrminaro licebit. 

Pro delerminatione anguli G adhibcri potest formula sequent, quae sponlr 

demanat o combinatione aequatiouum 5, 7 et scqucnlis non numcratae: 

(r — r)sin/f 
[a3] lang G = :) cos ^_ 2 cos yy „/ 

c qua, 'introducendo «, facile dcriuafur 

sirt£Mn 2 m 

ta4] langG = cos a w » sill ^ i (/+ g) + *in a «» cos# 

Ambiguitas hie remonens facile deciditur adiumcnto acquationis 7 , quae dure J , <>' 
inter o et 180 0 vcl inter 180 0 et 5Gu accipi debcre, prout numerator in his dim- 
bus form ul is posiliuus fucrit vel ncgaliuus. 

Combinaudo aequationem 0 cum his, quae protinus demanant ex aeqwUionr 
U art 8. 

— '>-=:—— sin/sin/ 1 

r r P 

1 1 a s« . _ 

+ — r = — + cos/ cos F 

r T r P P 

nullo negotio deriuabitur sequens 

r o . r> (r'—r) sin/ 

[a5] tangF = 3C09 ^ r/ ,_ (r>r)co8/ 

e qua, introducto aogulo o t prodit 

sin / sin a a 

[96] lang F = 3 w> s . n 4 (/ _ ^.(y^,) _ sin 3 w » co S / 

Ambiguitas hie pcrindo follitur vt ante. — Posfquam anguli F et G inucnti mini, 
habebitur v=F — f, v = F+f, vnde posilio perihtlii nota crit ; ncc non jE=6' — p, 

It 

E'=:G+g. Drnique motos inedius intra tcmpus t crit = — r- = a#-2 rcosCsin^, 

ar 



quarum exprcssionum consensus calculo confirmando inseruiel; epocha 
raaliac mediae, respondens temporis momento inter duo proposila medio, erif 
G — esinGvosg, quae pro lubitu ad quoduis aliud tenipu? transfcrri poterit. Ali- 
quanlo adhuc commodius est, anomaliiis mcdias pro diiobus tempomm momenli* 
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clali» per formulai L — exinE, E' — etiaE' computus, liarunique differentia cum 
It 

—r comparanda ad cnlcuii conllrmationcm Mi, 

on. 

Acquationcs in art. praec. traditac tanla quidan concinnitale gaudent, U 
nihil amplius desiderari posse vidcatur. Nihilotninus eruerc Let t formulas quasdain 
alias, per quaa elemcnta orbitae multo adhuc clcgantius et commodius delcrminan- 
tur: verum euolutio harum foriuularum pnullulo magis rccondila est. 

Resumimus cx art 8 aequationes sequcntcs, quas i ommoditatis gratia nu- 
meric nouis distinguimus: 

I. HnitV-^-srsinilVd +e) 

r 

II. co* i if ^— = cos i iV( l — 

HI. 8inivV-^ = sinir V /( l +*) 
r 

IV. co$if\/ — = cos J is* ^(i—-*) 

MulUplicamus I per sin J {F+g) y II per cosJ(/'+y), rnde productis odditis nan- 

cUcimur 

cos i (/+ g ) V — — »in * E sin \ (F+ g ) »/( i + e ) + cos i E cos \ (F+ g ) y/ ( l — e) 
siuc propter \Z(»+s)= cosiy + sini^, y<(i — <?) — cos ; <p — iiniy, 
cos i = cos i <p cos (i J?— i G +^) _ sin i y. cos 4 (P+ G ) 

Prorsus simili modo multiplicando III per ain^F — g), IV per coti(F — pro- 
dit productis additis 

cos i (/+#) ✓ — = cos { y cos (i F— i <7 — — sin i <p cos * (F+ G) 
Sabtralicndo ab hac aequatione praecedentem, oritur 

eosi(/+i) (y--—V-^)= 3co»i 9 »mg s ini(F—G) 

siue introducendo tmgulum auxiliarem a 

[37] C05i(/+4*)tang3o =suii(F— (?)oosiy»in^-^- 
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Iransfbrmationes prorsus similes, quarum euolutionem lectori perito relinqui— 

mus , inuenitur 

»ini(/+if) • oa 

t2SJ cost./ =co.KP— C)co»*y«in g v^ -^7- 

fag] co*i(/— £)lang9«3=sm J(7?+G)sm;psin#V' 

Qurira paries primae in his quatuor aequationibus sint quantitates cognitae, ex 87 

4 

ct 28 dcLeruiiiiabuntur i(F — G) et cos iy sin g \f J??L- — P, nec non ex 99 et 5o 

perindc i(/'+G) et sin £ y sing V = Qi ambiguilas in detcrrainatione angu- 

lorum — G), i (F+G) ita decidonda est, vt P ct Q cum sin £ idem signum 

z an 

oblineant. Dcin eX P et 0. dcriuabuntur J y et sin gv -j^-= R. Ex deduct 

RR)/rr' *\nf*\/rr' ..... 
potest a= — ^r— — » — , nec non p — — , msi ilia quantiiate, quae fien do- . 

bvl=±\/(3(l+&inig t )co*f^=+V(-2(Z'-8inig*)co»f'), mice ad calculi confir- 
mationem vti midimus, in quo cosu a et p commodissime dcterminantur i>er for- 
mulas 

b = stn fV rr a & p — b cos o> 

sing ' cosy ' ^ ~ 

Possnnl eiiain, pro lubito, plures acquationum art. 89 et g5 ad calculi confirma- 

(Kincni in vsum vocari; quibus sequcntes adbnc adiicimus: 

■1 tans 2 w rr 

*/ == <?sin G sing 

cos a a v aa 0 

9 tang aa pp . . 

cos 3 o T rr ' 

9 tans 9 w 

to,^ = tang y sin G sin/= Ung <p sin i^sin j 

Denique motus mediiu atque epocha uomaliac mediae porinde inuenientor Tt in 
art. praec. 

97- 

Ad illustrationem methodi inde ab art. 88 expositae duo exempla art 87 
i auxiliaris &> significationem hacteuus obseruatam, non 

i4 
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fundendam aim ea, in qua in art 87, 88 acceptum erat idem *ignum, viz opus 
erit xnonuissc. 

I. In exemplo prirao habemiu /==3°47'a 6*865, porroque log -y- = 

9,9914599, log tang (45° + o) = 9,997864975, <a = — 8'a7"oo6. Hinc per art. 89 

logsiniy* 7,0389973 log tang a o* 5,3852ia8 

log cos/. 9,9 9904 88 log cos/ 9 ,9990488 

7,o599»8» ~5,58*i9*o 
~ log 0,00 10965480 —log o,ooooa492i 1 

•droquc /= 0,001 1900691 , i + 1= o,834453g. Porro fit log tt = 9,5 7 6697 4 
aloglr 9,1 555948 

C. llogr/ . 9,0205 181 

CJog 8cos p 9,0997636 

log«»//j 7,2756760 

log^ + / 9 ,9 21 ioa3 

7,5522 74a 

Est itaque valor approximate ipsius A = o,oos25o47 , cui in tabula nostra II re- 



spondct log r/=o,oo2i U55. Habelur itaque log =: 7,2715132 , 

yy sy 

= 0,001868.187, vnde per fonuulam 16 fit x=o,ooo748oi7g : quamobrcm qnum \ 
per tnbuJam HI omnino insensibilis sit , valorcs inucnti pro h,y, x correcUone non 
indigent. lam determiuatio cleuientorum ita se habet: 
log* 6,8739120 

logsinj 8,j5<ig56o, ig=zi"5i'j'oa86, i(/+^)=3*27'45'46n , i(f— £) = 
19 ii 4o59- Quare ad norma tn formularum 27,28,29,30 habetur 

logtang a a 7,69 1 i\a 1 4 n C . log cos 2 a o,ooooo5a 

log cos i (f+e) 9*999 a °65 log sin i {f+g ) 8,78 1 o 1 88 

log cos g )„ 9,9999929 ' lo g ging/ — g) 7,7579 709 

logP sin 6') 7,6908279/1 log Q sin i(F+G) ~7,6gi6i43« 

jog P cos \ (F — (7 ) .... .8 ,?8ioa4o logt? cos i ( F+ G) 7,7579761 

— 6')~ — 4 t 58'4?54 lo$P=]ogRik>afp 8,78**527 

1 {F+G)= 519 21 58 o5 logQ= log R sin \ y 7,8778555 

F= 3i4 4a56,5i Hinc i 9?= 7°6'o'955 

y =, 5io 55 29,6.4 fp= i4 1a 1,87 

v'= 3i8 3oa3,37 log J? 8,7807960 
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G= 
E— 

E- 



3a4°o' 19*59 
Sao 5a i5,53 

327 8 fl5,65 



A<1 ciilculum eoii£rmtDdiuB 

i log 3 cos f. ~o, 1 5oo394 



i log (/+*) = log 



m 



...8,6357566 



0,7857960 



i log rr 0,53649.^9 

log sin f. 8,8303909 

C log sing i,q6j i 765 

log b o,io8(jtii3 

lo g i-uj if. 9,9863224 

log;> 0,39^48.37 

log a ..o, ia3 i589 

log k 5,. r >5ooo66 

4 log« o ,6356.384 



"Tog s.n y> 9,58a7 j()3 

log3o6slJ5.. ...5,3 1 4 42 5 1 

log c in *ecundis »>70» 1 5 1 3 

log sin E. 9,8000767 n 

log sin L' 9,75 i 47 1 i n 

log f sin 4,:>o 12280 n 

log«?sin.L' i,i386327 n 

esin E = — 5 1 9 5 3 " ii == — 8°5a'i a'i 4 
esin£' = — 37 »55,o8= — 757 35,o8 

Hi nc anomnlia media 
pro loco primo = Sag" * i'37"67 
pro scmindo = .3.34 45 38,?3 
Differentia = 5 » 3 1,06 



3,9163*83 

logr .1, 0 m 1 160 

4,307 16 * 3 

Est itaque motus medius diur- 
nus = 834*7989. Moliu medius 
intra tempus / = 18091*07 

SS £r 1 01 07 

II. In exemplo nltero fity=3i*27'58*32,wr= — 91 jo'505, /=o,o8035659, 
log mm = 9,353o65 1 , "T^y siue valor approximates ipsius Ass 0,2 45 1 45 i ; huic in 

tn m 

tabula II rcspoiulct 10^^ =0,1722683, vnde detlucitnr — = o,i5i65«i8 , *=s 
0,06537719, hinc e tabula III suuiitur £ == o,ooos53i. Quo yalorc adhibifo prod- 



eunt valores correcti A s= 0,2450779, \ogyy= o,i73a3o3, 



yy 



— 0,1 5164737, JfSS 



0,06539078, £=o,ooos553. Qnodsi cum hoc valore ipsius f, Tnica tanlum vnitate 
in fjgura septima a priori diuerso, calculus denuo repeteretur ; A, logvp, * rnu- 
tationem sensibiiem non acciperent, qnamobrem valor inucntus ipsius * iairt est 
verus, statimque inde ad determinafionem clcmentorum jirogredi licel. Cui liie 
non iuimorainiu* , quutn nihil ab exemplo praccedente diflerat 

III. Haud abs re erit, cb'am casum altcrum vbt cos/ ncgatiuns est exem- 
plo illustrnre. Sit </ — «/== 234* oV, siue /=naVo% logr = o,i3 9 1892, logr' 
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= 0,3978794, / = 806,809 1 9 dies. Hie inucnitur »=+4 0 i4'43*78, £=1,8949998, 
log M M = 0,6794333, Talor primus approximates ipsius log //= 0,6467603, Tilde 
per aolutioncm aequationis i5* obtinetur F=i,59i439, ac dein « = 0,037037, cui 
rcspondet, in tabula 111, £=0,0000801. Hinc oriuntur valorcs corrccti log H = 
0,64679.31, F= 1,5915107 , * = 0,0579195, 1=0,0000809. Calculo cum hoc 
Talore ipsius £ denuo rcpelito prodit ar = o,o37aai3, qui valor, quum £ inde hand 
mutate prodeat, nulla aiuplius corrections indigct. Inucnitur dcin ig = Ti°7'a5*4o, 
hiuc perindc vt in cxcmplo I 

i ( F — G ) = 3°55'55" 5g log P = log R cos \a> 9,9700507 

i ( J 1 + G ) = 8 96 6,58 log Q = log R sin i <p 9,858o559 

F = 1 1 5g 59,97 1 tf = 37°4i'3^97 
v — — 100 o o,o3 q> = 7 5 35 8,54 
v — +1.335959,97 \ogR,:.... 0,0717096 

(j> — 4 52 I2,7Q Ad chlcuJi confirms tioucai 



F uitur 



* = - 17 99 58.0, ^Jf^-x**/. 0,0717097 

J?= + 97 7 5,^9 * 
In orbitis tarn excentricis angulus <p paullulo exactius computatur per formulam 19*, 
quae in exemplo nostra dat <p — 75*33'8"57 ; excentricitas quoque e maiori pracci- 
eiono dctcrminatur per formulam 1 — a sin (45°— i <p)* quara per sino»; secundum 
illam fit e = 0,96764630. 

Per formulam 1 porro inuenitur log b = 0,6576611, rnde log p = 0,0095967, 

log a = 1,9557955, atque Iogirithmus distantiae in periheho = log | ^ - = 

log a ( » — <•) = log b tang ( 45° — i <p ) = 9,7656496. 

In orbitis tantoperc ad parabolac similitudinem vcrgentibus loco epochae 
anomaliae mediae assignari solct tern pus transitus per perihelium; intenialia inter 
hoc tempus atque tempora duobus locia propositis respondentia dclerminari potcrunt 
ex dementis rognitis per methodum in art 4 1 traditam, quorum differentia tc! 
tununa (prout perihelium >el extra duo loca proposita iacet Ycl intra) quum con- 
sentire debeat cum tempore t, calcido confirmando inseruiet — Ceterum numcri 
huius tertii exempli aupe/structi erant dementis in excmplo art 58 et 43 supposi- 
tis, quin adeo istud ipsum excmplum locum nostrum primum suppedilauirat : diffe- 
leuiusculae clcmcntorum hie erutorum Tnice a limitata pracdsione tabula- 
et 



- 
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98. 

Solutio problcmatis no«tri pro ellipsi in praecc. enoluta ctiam ad parabo- 
lam et hyperbolam tramferri posset, considcrando parabolam iamquam ellipsin, in 
qua a ct b csscnt quantitatcs infinitae, <p = 90°, tandem E, E ', g t G=o; et 
pcrinde hyperbolam tamquam ellipsin in qua a essct negatiua, atquc b t E t E, g, 
G , cp iuiagiuariac : malutmis tamen his suppositionibus abstincre , problcmaqnc pro 
vlroquc scciionum eonicanim genere scorsim tractare. Analogia insignia inter omnia 
tria genera sic sponle se manifestabit. 

Rctincndo iii Parabola charactcrcs p y v, v , F, /, r, r 7 , / in eadem «- 
gnificutionc in qua supra accepti sunt, habemus o theoria motua parabolici: 

M v/ -£r= co, i(F-/) 

[»1 ✓-^ r =co 5 i(^+/) 

tang i (F+/) — tang i (F— /) + \ tang j (F+/)« — | tang J (F— /)* 

= {tang «(F+/) — tang . { 1 + tang i (-F+/) tang J ( F-/) 

+ i ('ong i (F+/) — tang i (F— /)) » J 

9 sin fy/ rr [ 9 cos/v' rr . 4 sin /* rr ) 

P { P + —3pp—\' 

i -i * . a sin/cos/, rr' 4 sin /' (rr)* 
|,1 */ = ^- + — f 

Porro deducitur ex multiplicationc aeqoationum 1 , x 

Ul -77;'- = cos F+ cos/ 

nec non ex additione quadratorum 

[5] ^±P-=, + co.Fcos/ 

Hinc elirainato cos F 
.™ arr'sin/* 

Quodsi itaquc acquationes 9,9* art. 88 hie qnoque adoptamus, priorem pro cos/ 
positiuo, postcriorcm pro ncgatiuo, habebimus 



,,o LiflB. I. Sect. III. 

sin/ 1 ^ rr 

quibus voloribus in ncquationo 5 «ub*titulis, prodibit, iclinendo charactered /«, .1/ 
in significalionc per aequationes 1 1 , x 1* ai l 88 stabilita, 

[8*] M=— Z/ + * r Z> 

Hae ncquatioiies conueniunt cum 12, la* art. 88, si illic slaluatur g =r:o. Him; 
colligitur, si duo loci helioccntrici, quibus per parabulam saLisGt, ita tractenlur, 
ac si orbita csset elliptica, cx applicatione praeceptorum art. gi stalim resultarc 
debere x -=o; vice versa facile perspicilur , si per praccepta ista prodeat x=o, 
orbitam pro ellipsi parabolam cuadere, quum per aeqiiau'ones l, 16, 17, it), so 
fiat /) = CC, « = (p — o. Deterininatio eletnentonim facillime dein absoluitur. 
Pro p eniin adhibcri poterit vel aequatio 7 art. praesentis , vel aequ. 18 art. 9 b *): 

y/r' — y/r 

pro /' autem fit ex acqualionibus 1, a hums art. tangiF= -^r^-^— cotang4/= 

sin 9 to rotangi/, si angulus auxiliaris in cadem significalionc accipitur, vt in art. 89. 

Hacce occasione adbuc obscruamus, si in acqu. 3 pro p substituatur YaJor 
eius cx 0, prodirc acquationcm satis notani 

It = \ (r + r' + cos/. 0 /) (r + r — 3 cos/. v 7 "-') V* 

99- 
iu HYPERBOLA quoquc charactercs p, v, ♦*',/, F, r, r, t in signifi- 
cationc cadem retinenms, pro scmiaxi uiaiori a autcm, qui hie ncgaliuus est, scri- 

bemus — a ; cxccntricitatem e periude vt supra art. a 1 etc. 



cosy/ • 
C 

Quantitatcm auxilinrem illic per u expressam, statuomus pro loco priroo =~> P™ 

sccundo =Cc, vndc facile concluditur, c semper esse maiorem quam 1 , sed cete- 
ris paribus co minus difTcrre ab 1 , quo minus duo loci propositi ab inuicem distent. 
Ex nc((ii:ilioiiil»us in art. 31 cuoluti* hue transferimus forma paullulum mutata sex- 
tam < t scptiiiiani 



i Vndc «u»»l t»;ilrt. > «!t Y in parabola eudein ration*, nptimcro vt in cUipti, v. art. 95. 
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(' C , C \ , (« — l)« 

I line slutim dcmanant sequentes : 
[5] smF^ia(c-^^-^p- 

18] cos/=(e(C+f )_ (c+-^)) -j^jr 
Porro fit per aequ. X art a i 

-t=*«(t+t)— - * 

i-=»'( £l + s) — 

atquc hinc 

[•o]-^- = i ,(C+-l-)(c + -^)-, 



Hacc aequatio io cum 8 combinata praebet 
r + r— (c + -^-) cos/V't' 



[ii] «=■ 



Statucndo itaque perinde vt in dlip»i — 1 = i +2/, Tel = « — si, prout 

9 cos/ 

co»/ est positiuiu vel ncgatiuus, fit 
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8( ,_ 1(v ^_ v /-Ly )cos/Vr / 
tl2 ] «= 

<<-T>" ■/ 
L ia *] «= v 

Computus quaatitati. / rcl Z, hie periode yt in elbpsi adiumento an*tili auxiliaris,., 
iiutituelur. Denique fit ex aequalionc XI art 32 (acripiendo logaritlimos liypcilio- 
licos) 

it _ 1 C e C 

- r =ic(Cc— ^-- + T )-.]ogO: + log — 

= ie(C+^)(c—-^)— a logo 
•iue cliiuinaU C adiumento aequationis 8 

-^T = J" + *(<*-— )_alogc 

In Aftp acqualione pro o substituWu* valorem eiu* ex 19, ia*; dcin charactertm 
m vel jV in caricm signification?, quam formulae n, n* art 88 assignant, intro- 
ducimiis; tandemquc bnuilatis gratia scri bonus 

quo fucto oriuntur aequntionca 
[i3] m = (/_*)*+(/_ z )i Z 
[IS*] M-— (L+z)*+(L+z)*Z 

quae vnicam incognitam * impUcant, qaum manifesto si» Z fimctio ipsius z per 

formuiam sequentem cxpreasa 

z __ (i+a:)y/(z + zx) — log(y/(i+x)+v^ g ) 
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lOO. 

In solucnJa actuation* i3 vel i5* cum casum pnmo seorsim considerabi- 
mus, vbi s obtiuet valorem baud magnum, ita vt Z per scriem secundum potenta- 
tes ipsius c progredicat 'm eelcriterque eonuergentein cxprimi possit. lam fit 

(i + 3£ V{*+~)=* 4 + »** + i^-, log(v/ v i4-r) + ^)=«* — i^ + ,VA.. >a deo- 
que numerator. ip«ius Z=-} s' + J z^... ; denominator autem fit = Jt' + 3:L, vnde 
Z = \ — f z.... Vt legem progression!* dclcgamus, duTereutiamus aequuuonem 

a':s + r:)*Z = (i+!>r}v/ s + logCv'Ci + *) + ✓*) 

vnde prodit omnibus rite rcduclis 

*(* + «)*^- + 3Z(i+3i)v\s + «) = 4v / (* + «) 
siue 

(« + »m)-^ =4— (3 + 6r)Z 

vnde simili ralionc vt in art. 90 dediiritur 

. 4.<>.B i.C.S. in. , .. f>.». in. 11 

Z = $ — - — s + zz — ^ r + •= ■ — z* — etc. 

Putet ilaque, Z prorsus feodem inodo a — s penderc, vt supra in cUIpsi X ah x: 
quaniobrem si slatuimus 

Z = 



i + Mz+Z) 

dctcrminabiUir eliam f perinde per — r vt supra f per x, ita vt habeatur 



1 + etc. 

siue 



« + tVt« 
1 + etc; 

Hoc modo eompntati sunt valores ipsius £ pro 2 =0 vsque ad z — o,3 
las partes oiiUesimas, quos coluinna tcrtia tabuiao III exbibeL 

i5 



ii4 Li br. I. SecT. III. 

101. 

iti Jff 

Introducendo quanbtatem f statuendoque V' (' — *) —~yidV — *)=p i 
nec non 



aequationcs i5, i5* hanec* formam induunt 

mi -* 
[l8 ., -<i££L,* 

adcoque omnino identicae Sunt cum its «d quas in ellipsi peruentum est (i5, i5* 
art. gj). Hinc igilur, qualcnus h vel // pro coguita habcri potest, y vel Fdeduci 
potent, ac dein erit 



Ex his colligitur, omnes operationes supra pro ellipsi praescriptas perinde ctiam pro 

hyperbola valere, donee e valore approximate ipsius h vel // crula fuerit quan- 

, „ , , nun MM 

titas y t« Y; dein vcro qtiantilas — ; / vel /» yy > 9 nae ,n ^"P* 1 posi- 

tiua cttadcrc debebat, in parabolaquc =Oj fieri debet negaliua in Jhyperbola : hoc 
itaquc criterio genus sectionis conicae definictur. Ex inuenta c tabula nostra dabit J, 
hinc orietur valor correctus ipsius h vel II , cum quo calculus npetendus est, do- 



Postquam valor verus ipsius z inuentus est, c indo per formulam e 
I +5£ + a y/(z + zz) dcriuari possef, sed pracstat, ctiam ad vsus sequent™, 
gulum anxiliarem n introducerc, per aequationem tang a n = 9 \/ (z + rs) delcrmi- 
nandum; hinc fict c=: tang a n + ^(l +tong a «*J = tang (*5° + n) 
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Quum in hyperbola perindc vt in cllipsi y neccssario esse debeat positiua, 
solutio aequationis lG hie qiioquc ambiguitati obnoxia esse nequit*): »ed respectu 
aerjwationis 16* hie paullo alitor ratiocinandum est quatn in ellipsi. Ex acquatio- 
num thcoria facile demonstratur, pro valorc positiuo ipsius //**) banc acquationem 
(siquidcin vJlam radicem rcalcm positiuam habcat) cum vna radicc ncgatiua duas 
positiuas habere, quae vel aitibac aetjunlcs crunl puta = iV5 — i = o,uo6oi, vcl 
altera hoc liraite moior altera minor. Iain in problcmafe nostro (supposition! su- 
perstruelo, * esse quantitatem baud magnam, saltern non maiorem quam o,3, ne 
tabulae tertiae vsu deslituamur) nccessario semper radicem maiorem aedpieudam 
esse scquenti modo demonstramus. Si in aequutione i3* pro M substitui.ur 
V)/(L + c), prodit Y+i — (L+z)Z>a+ s )Z, siue Y> 

k — 573 * + "574T7 - c * i'.i.^.n *' + ctc, » ™do facile concluditur , pro valori- 

bus tam paruis ipiius r, qualcs hie supponimus, semper fieri debcre X~> 0,20601. 
Reuera calculo facto inuenitnus, vt (i+e)Z huic liinili acqualis fiat, esse debere 
x = 0,79858: multum ycro abest, quia ntcthodum nostram ad tantos valores ipsiiu 
xextendere Tclimus. 

io3. 

Quoties z valorem maiorem obtinet, tabulae III limites egrcdienfem, aequa- 
lioncs l.i, l.l* tuto semper ac commode in forma sua non mutata tentando soluen- 
tur , et quidem ob rationes iis similes quas in art. y4 pro ellipsi expoxuimus. In 
tali casu clcmcnta orbitac obiter saltern cognila esse supponerc licet: turn vrro va— 

. ... , , - , *' n TV rr ' 
lor approximates ipsius n statim liobe'.ur per formulam tang a n — ~^^^ c 

quae sponte demanat ex aequatione 6 art 99. Ex n autem habebitur * per for- 

1 — cos a n sin n 1 
mulam z = — 3 COit a ~ — =^ 0J|) --| <* « valore approximato ipsius * paucu 

tenlaminibus deriuabitur ille, qui aequationi i3 vel l3* c: 
quoquo illae aequationes in hac forma exhiberi 

*) V« opus erit mom-re, Ubnlun noitram U in hyperbola perindc vt in ellip»i ad 

•cquationi* »dhil>cri po*«e, auamdiu h ipsiu* limit** non cgrcdiatur. 
*♦) Quantity // muiifinto fieri nequit ncg«liu«, nisi fucrit £ > i ; Uli autsra valori ipsitu ( rs- 
ip.iiu * miior a.u*m sfiM, adeoo,ue liautM kuiiu mcUiodi longe egredicui. 



i»6 Lib a. I. Sect. III. 



i , f tang an \ 

cos d/i co* 3 n [ (ai, g a „< — J 

{ i ( tang in ) 

co S2 /i' cos2*> ( "lanja"^ J 

MiA haaIa..!* «- ...I.. .... * _ V _ 



atque sic, ncglceta *, statim valor verus ipsim n 

10 i 



Snpercst, yt exz, n tcI c elementa ipsa dcterminemns. Statuendo a\/(««— i) 
habebitur ex aequatione 6 art. 99 

[l8] „ = j&XhL 

1 J ^ tang a /< 

Combiuando Laiic formulam cum 12, is* art. 99^ cruitur 

2 l« s ) 



mdc excentricita* commode aique exacte cotnputatur; ex 0 ct V^(«* — ») prodibit 
per diuisioiiem a, per liudtiplicationcm />, ifa vt sit 

?_(^7 s ) cos f- V rr_ 2 mm cos / y/ rr Ihtt 

tang a// 1 ~— yy lallg 9 „« — 4 YYrr cos /* tang 2 «* 

_ — a(Z . + r ) cos/ rr' M M c ot f.y/ rr' Mr 

tanga«* 11 tang 2 «* ~ 4 rr coT/ 2 Jang 2 n* 

_ «■'"/ ta n fi/- V / " / _ y)> sin/, tang/ y/rr' _ / y rr sin «/ V 

' 2(/— X~) 3«W« — V ./ 

. — «in/ tang/ y/ rr" _ — Y} s j n / tang/ y/ rr* / F/r'nin a/ V 
+ = ) ~~ i'MM ~\ Ft ) 

Expresaio terlia et scxta pro p, quae oninino identicae sunt cum formulis 18, j8* 
arL 9 5, oftendunt, ea quae illic de eignificatione quanlitatuzn y, Y tradita sunt, 
ctiam pro hyperbola valere. 

E combinatione acquationum 6, 9 art. 98 deduritnr (r r)\/ — 

= <rsin/(C introducendo itaqucy/cto, tfatucndoqueC=tang(45°+A), fit 
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, , a sin v tang a « 

1 J ° sin J cos a w 



Inucnto hinc C, hobcbuntur valores quantitatis in art. 9 1 per « erpressac pro vtro- 
quc loco; dein fict per aequationcm III art 21 

C—c 

U " 8 iV ~ {C+c) tang i y/ 

tan « * v ' = irc+?)-« , . g 4V" 

•iue introducendo pro C, c angulos N t n 

' , »in(A T — h) 

[2, J tangos co , (A + /01in 7iyT 

[32] t.»g i v = co$(A _ /<)tullgiy/ - 

liinc determinabuntur anoinaliao vcrac v, f', quaruin differentia cum 9 f comparata 
siinul calculo confirmando imcruiet. 

Dcnicjiio per Tormulum XI art. 22 facile deducitur, intcruallum Icmporis a perihe- 
lia vsqtio ad temp us loco primo respondens esse 

_a i j a ecos(N + n) sin(N — n) tang ( 4 3' -f A r ) \ 

~ k \ co» 3 Aco5i» — 'ogh)T> tan g (45 r +«) J 

ct perinde interuallura teinporis a pcrihclio vsquc ad tempus loco sccundo rwponden* 

3eco$(tf — n)sin(A r +n) , , , _„ . , - , .1 

1 cosIITcoTTm loghyptang(45 + N) tnng ( ■* j +n)j 

Si itaque tempus primuni statuitur = 2"— £ /, adcoque secundum = T+ i t, fit 

viide tempus transitus pi r perihcliuni innotescetj denique 

2 a ^ I e tang 2 » 1 
[a4] <=~J- \ ~T ai TN log tang (45 + n)j 

quae aequatio, si placet, ad vltimam calculi confirmotionem adbiberi potest. 

io5. 

Ad illustrationem hontm praeecptorum cxemplum e duobus loeis in artt. 
s3, 24, 35, 4C secundum eadrm elements hyperboUca calculutis conficiemu*. Sit 
itaque *>' — v = 48* 1 3' o' siue f = 2 4° 0' o' , log r = o.o333585 , log r = o,2oo85 1 1 , 



n8 



Lmn. I. Sgct.UL 



< = 5i,4g788 dies. Hinc inucnitur a = a°»5'a8^7 , /= n,o5;r)6o39, 



valor approximates ipsius A = o,oGH3j 1 ; hinc, per tubulam II, logj/ = o,o56o848, 
= 0,05047*5 *, z= 0,00718085, cui ia tabula III rcspondet 0,0000002. 



yy 



yy 



Hinc fit ralor corrcctus ipsius h = 0,06443691 , \ogyy = o,o5Go8 16,- 

o,o5o*7456, s = 0,00748 ">85, qui valores, quum £ indc non inut<Uir, nulla am- 
plius corrce ione opus hnbenL Jam calculus elciueiitoruin ita «c liabet: 



logs 7,8742599 

lo^ (1 +i) 0,0052089 

logv'U+ss) 8,958759 * 

log 2 o,5o lOOOO 

log tang a « 9,2597694 

9« = 9 0 5i' 11*816 
n = 4 55 55, 908 

log sin/ 9,61 10118 

logvV/ 0,1 171065 

C . log tang 2 n 0 ,7602006 

log,* ^o,4885*87 

lo glaiig y 9 ,88fa8.:8 

log a 0,6020619 

logn o,5746555 

(«k dtberrot 0,6020600 

0,0716556) 



log iin (.V — w) 8,7406274 

C . log cos (N + n) 0,0 1 1 2902 

l og cot 0,4681829 

log »ang i v -9,2201005 

i f = 9* 25' 29* 97 
v — 18 5o 59, 94 
(t««d f b.«i i8°5i'o") 



log tang/. 9,6506199 

log i lung 2 « 8,9587094 

C. lo g i) 1,2969275 

log fang y/ 9,88tiaS68 

yy = 57 c oi' 59-77 



C . Jog k sin/ 0,6900 1 8 9 

logtangaw 8,9818018 

C . log cos 2 a 0,00 .'o 1 56 

log sin xp 9,7852685 

log tang 2 A'. 9, 162 1 01 1 

9N = 1 6° 9' 46*253 
A- = 8 4 50,127 
A'— n = 39 17,219 
A'+« = i5 o 29,055 

logsin(Ar+n)....g } 55 2 o5a7 
C . log cos (A- «)o,ooo6587 

log cot i y/ o,468 1 829 

log Uuig i v 9,82 1 1 9*3 

*V = 33 s 3i' 29' 9 5 

= 67 2 59, 86 , 
(«.e d.b«m 6? 5' o' 
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log* o,ioioi84 log* o,ioioi84 

log lang a A T 9,4G2 » .T il log tang a n 9,239769* 

V . log co* 3 n 0,0061.15 9 Clog cos a A T . 0,017 5 1 is 

9,3696064 9,3583oao 

nmnerus = 0,37119865 mimcrus = 0,2281928! 

logliyplang(i5*+A r ) = loghyp tang(-f3°-f-,i) = 

..o,28,>; > )2.'>i 0,17282621 



"a 



DiJlirculiu — o,«>8f)28Gia Diflcrcnlia — 0,0 3336665 

log 8,0,308783 log , 8,7i32i8o 

4 logo 0,9050928 i log a 0,9000928 

C. log *. -1 , 7611186 Clog* 1,7611186 

log '/'. 1,0980897 log 2 o,3oi o5oo 



T — 39,66338 log/ 1,711789* 

/ = 51,19788 

itaquc transitu* prr prrilirlinm a tempore loco primo respondentc 13,91 444 
dichns, a tempore lo<-o s'jcuihIo respondentc 63,4 1202 dicbus. — Ceteruin diffe- 
rentia* exiguas eloiiiciitorum liic crutorum ub iis, secundum quae loca proposila 
calculate fucrunl, tabuldrum praecisioni liniilatac tribuerc oportet. 

106. 

In tractalu dc rtlationibus maximc insignibus ad motum corpornm coeleslium 
in secu'onibus conicis spectantibus, silentio praelerire non posjumug oxprcsutioncm 
clegantem temporis per semiaxem liiaiorcin, summain r+r altjuo chorda 111 duo loca 
iungentem. Haec formula pro parabola quidem primo ab ill. Eulcr inucuta esse 
videtur (Miscell. Herclin. T. VII p. 20), qui tamen earn in postcrum ncglexit, 
ncque cliam ud cliipiin ct hyperbolam. extendit : errant ittque, qui fonnu- 
lain clar. Lambert tribuunt, ctiamsi huic geometrae mcritum, hiinc exprcssioncm 
obliuione sepultam proprio marte cruisse et ad rebquas sectioned conicas amplia- 
•visse, non po&sit denegari. Quatnquam hoc argiunenlum a pluribus geomctris inm 
tractatum sit , tamen lectorw nMcnti cxposilioncm scqucntcm baud superfluain aguo- 
sccnt. A motu clliptico initium facimus. 

Ante omnia oLscruamm, angulum circa Solem descriptum 3/ (art. 88, vnde 
rcliqua quoque signa desumimus) infra 36o° supponi posse; patet cnim, si iste an- 

gulus 36o° gradibus augcalur, tempus vnn rcuolutione siuc — j s= a* x 363,a5 



lao Libr. I. Sect. 1 1 T. 

dicbus ercsccre. Iam si chordam per q denotamus, manifestum est fieri 

^ ^ — (r cos v — r cos «')* + ('"' s 'n — f sin •'y 1 

adeoque per aeqnalioncs VIII, IX art. 8 

qq = au .cos A" — cos /J) 1 -f oflt cos ip* (sin ii' — sin E) % 

= 4 «a »ing* (sin G* + cos f»* cos G*) = 4 «u sin £ l (i — ee cos (?*) 
Introtltii'.imus angulum auxiliarcm A talem, Tt sit cosA := ecosG ; simal, quo oninis 
ambiguitas tollatur, supponcmus, A accipi inter o ct i8o", vndo sin A crit quanti- 
tas positiua. Quoniam itaque etiam g inter cosdem limitis iacct (si enim ig ail 
oGo" tcI vltra oscenderet, motus circa Solcm rcuolutioncm intcgram ntiingerct \d 
supcrarcl), ex acquatione praecedento spontc scquitur q = s«sin#sinA, siquidem 
chorda tainquatn quanlrtas positiua consideratur. Qaum porro habeatur -f r 
= 2«(i — «cos£cosG) = aa(i — cosgcosA), patet, si statuatur A — g—3, h+g 
= e. fieri 

[l] r+r — (> = 2<j(i — cos 3)= Tasini 3* 
[a] r+r'+ q = aa(i — cose) = -»asiuie m 

Dcnique habciur */ =«* (a#-*-3esin#cosG) =:a* (a£ — a sin £ cos A), siue 
[3] kt = a* (e — sine — (3 — sin3)) 

Detcrminari poterunt itaque, secundum acquationrs l, a, angub* 3 ct e ex 
r+r, p «t a: qtiamobrein ex iitdem quantitatibus determinabitur , secundum acqua- 
5, terapus r. Si magis placet, haec formula ita cxhiberi potest: 




Sed in determinatione angulontm 3, e per cosinus suos amliguitas rcmanet, qtiam 
propius con&iderare oportet Spontc quidom patet , 3 iacero debt-re inter — 1 8o° 
et + 180% atque e inter o ct 36o°: sed sic quoque vterque anguhis dctcrniinatio- 
ncra duplicera, adeoque tcuipus resultans quadruplicem adinittere ^ id« lur. Altamen 
cx acqualionc 5 art. 88 habcinus cos _/*. yVr' = a (cos g — cosA) = a« siu J 3»lu J e: 
iam sin^e necessario fit quantitas positiua, vnde concludimus, cos f et siu»f) ne- 
cessario codera signo afTecto* esse, adeoque 3 inter o et i8o°, vel inter — i8o" 
ct o accipiendum esse, prout cos f positiuus fucrit vel ncgatiuus, L e. prout motus 
hclioccntrirtis of fucrK infra Tel supra 180*. Cetcrum spontc patet , pro a/= i8o° 
necessario esse debcro 3=o. Hoc itaque modo 3 plene dotorminatus est At de- 
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(erminntio anguli e neeesaario arabigua manet, ita vt semper pro tempore duo ra- 
lorcs prodt-atit, quorum quis vcrus sit, nisi aliunde constet, decidi ncquit. Cete- 
rum ratio huius phaenomeni facile perspicitur: constat enim, per duo puncta data 
describi posse duos ellipses diucrsas, quae ambae focum suum habeant in eodem 
puncto dato, simulque eundem semiaxem maiorem*); manifesto autcm motus a loco 
prirao ad secundum in Ilia ellipsibus temporibits inaequalibu3 absoluetur. 

107. 

Denotando per % arcum quemcunquc inter — 180* et + 180 0 sihim , etpcr a 
ainum arcus constat esse 

Porro fit 

isin^ =«— i°'-lTT>' — — etc - 

adcoque 

Substituimus in liac scrio pro s deincepsiy' — — , ct i y/ r+ ' ft ^"° ,quae- 
que inde proueniunt multiplicamus per ; ita rcspecliue oriuntur series 
i ( r + r'— q) i + J, . -i- (r +/— p)i + T7 '„. ~( r+r'— (>)*+ 

tjJtt ~T ('+''— <>) 5 +etc. 
i ( r + r'+ <, )* + j% . -^-( r + r + p)4 + Tt ' 5 t • ~( r + r + + 

t T *tt. -~T (r + r' + (>)*+ etc 
quarum sumnias denotabuniu per T, 17. lam nnllo negotio patct, quum sit 



sin i 8 = ±_ \/ ~ r + r a ^~~> si g no superiori vel inferiori Talcnte prout a/ infra 

vel supra 180 0 est, fieri a*(o* — sin«f) = ±.T, signo perinde determinato. Eodem 

*) Dwcripto c loco primo circulo radio a — r, alioqut radio a — r 0 loco »etundo, rllipicoi 
tcium in intrrscclionc liomm rircutoriim inccre p»tct. Qunrc cjnuni gcncpiliirr loquendo 
•cinprr dctitur intcr«*tionc!i , date ellipses diurr«ac prodibuiiL 
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modo si pro e accipitur valor minor infra i8o* situs, fiet (e — sin*) = U; 
accipto vcro vuiorc allcro, qui est illius complcmentum ad 36o% manifesto fict 
> i 

a i (e — sin*) = o 500° — V. Hinc itaque colligunUir duo valores pro tempore f 

U+ T aj 56o° U± T 
j , atquc j. 1 

108. 

Si parabola tamqnam ellipsis spectator, cuius axis maior infinite magnus 

if 4 

est , expressio temporis in art praec. inuenta transit in -jvp j ( r r + (>) f 

( r + /•' — q } ; sed qutim bar-coe formulae deductio forlnsse quibusdam dubiis cx- 

posila ^iikri possit,* aJiuni ab dlipsi hand pcndcntcm cxponemus. 

Statuoiido brcuitali* eaus^a tang J v = 0, tuna \v =.& , fit r = i/>( t +60), 

, . , . , i—OO i—fftY *0 

r = lp (.+</</), cos „ = — ^- , cos u =- lTd( T > * mv = —+ 00- ' 

3 0 

•in t> — i _^ j j-j- . Hinc fit r'cosv — rcos?=J p{06 — 00"), r s 'mv — rsino = 
/>(</ — <?), adeoquc qq - \ pp ( 0 — 0 )*( \ + ( 0' + 6 )*)■ Jam facile perspieitur, 

s<r ~ f • • ■ • ■ 

0 — 6 — ; ■ — ~ esse quantitatcm posiuuam: statuendo itaque 

cos y v cos if ' * 

\/(» + i(0 + 0)*) ='), crit q -p{0 — Porro fit r+r'= i p (3 + 00+ 00') = 
P (vi? + itf — 6) *): quamobrcm habctur 

_ (, — i (0— <?))* 

Ex aequatione priori sponte dcducitur 

quoniam if et 0 — 0 sunt quantitatea positiuae; aed quum i (0 — 0) minor sit vcl 
maior quam t, , prout — i (0 — 0) x = i+00 = coa ™f 0 , iv > positiua est 



vel negatiua, patet, ex aequatione posteriori conduderc oportere 



< 



Digitized by Google 



nCL VTroXES INTEIl LOCOS PLVILE3 IN ORBITA, 125 

r -f- v — /> 

±- \f — = 9 — \{tf — d), vbi signum superius vcl informs adopt&ndum 

est, prout angulus circa solem descriptus infra 180* yel supra 180 0 fuerit 
Ex aequationc, quae in art. g8 socundajn sequitur, porro habemus 

= ( 6' - 1 + 60 + f( (f - 0y) = (0 + Vx ( 0 -ey ) 

ynde spoutc scquilur 

*/ = i{(r+r' + p)*+:(r + r'-p) J } 

signo superiori vcl inferior! valcntc, prout of infra ye) supra 180° est. 

109. 

Si in hyperbola signa a, C, c in cadem significations necipimus, vt in art. 
99, habemus ex aeqiialionibus VIII, IX art. 21 

r'cosv' — r cos v = — j^c — ~^)( C_ ~ 

/.in „'_ r s j„ „ = ^c— — 1 ) 

adeoque p = i ^ v/( ( C+ — i) 

Supponamus 7 esse quantitatem per aequationcm y + ~ = e^C + -£r^ detennina- 

tam : cui quum niaiiircsto duo valorcs sibi inuiccm rcciproci salU&ciant , adoplamus 
eum qui est maior quam 1. Ila fit 

f=*«( c — ^)( y "T) 

Porro fit r + r' = }a( tf (c + -i-)(C+4r)~4) = Ta((c+-^-)(y + y-) — 4), 
adeoque 

Statueado itaque >/ ' ^^^^ — >», V* "~ — ^ g ^ =«, crit necessario 
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i y c 
V<y— y/~^T = am '} 1,(1 decidendam vero quawrtionem , vtrum %/ — \/ — 

fiat = + a«an = — an, inquircrc oportet, ytrum y maior an minor sit quara e: 
ted cx aequatione 8 art. 99 facile scquitur, casual priorera locum habere, quotics 
ay sit infra i8u c , posteriorcm quuties if sit supra 180 s . Dctiiquc cx eodem art liabemus 

fX-v) - ■ *• = « (-"^)- ! (-f-T ) 

— log + log -2- = a m > + mm) + a « v 7 ( 1 + nn) — a log(/( 1 + mm) +m) 

± 3 log (V^( 1 + ««)+«) 

sign is inferioribus semper ad casum if > 180* spectantibus. Iam 
logCVC 1 + facile cuoluitur in scricm sequantem 

OT _;..^ + t .^- m '_|.^|-„r + etc. 

Hoc sponto cplligitur ex d log ( s/ ( 1 + mm ) + w) = ^/(, + <M/W ) • Pro<Jit 

amv/(i+//"«) — a log(v/( !+//«•) + /«) =4(|m' — +.i/n'+;.^m T — eta), 
et perindc formula alia prorsus similis, si m cum n permutotur. Hinc tandem col- 
b'gitur, si statuatur 

r=i(r+r-p) , - ¥ V.4-:r + r'_ ( >) i - rT ^,.-^ r (r + r'- ( ,) ; _ 

t»}tt'-^t('- + '•'—(>) +etc. 
U = i (r + r' +9 ) i _ V „.-^ (r + / + () ) 4 + TT v T . -^"(r+r + <>)*- 

4r( r + / + (»)*+ etc. 

fieri K = l/Tr, quae expressiones cum iis, quae in art 107 traditae sunt , omnino 
coincidunt, si illic a in — a mutetur. 

Ceterum hae scries turn pro ellip.11 rum pro hyperbola ad vsum practicum 
tunc inprimis sunt commodae, Tbi a ycl a valorem permagnum obtinet, i. e. vbi 
M tlio conica mngnopere ad parabolae simibtudinem vergit. In tali casu etiam ad 
soliitsonrm problematis supra rractuti (art. 85 — io5) adhiberi possent: sedqnoniam, 
nostra iudicio, ne tunc quidem breuitatem solutionis supra traditae praebent, huic 
lucthodo fusius exponendae non immoramur. 
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SECTIO QVARTA 

.Relatione* inter locos pluret in apatio. 



no. 



Relatione* in hac Sectionc considcrandae ab orbitae indole independentes 
•clique suppositioni innixae erunt, omnia orbitae puncta in codem piano cum Sole 
iacere. Placuit autctn, Lie quasdam simplicissima* tan turn atlingcrc, aliasque ma- 
gis complicate et spcdalcs ad Li brum oltcruni nobis rescruare. 

Situs plani orbitae per duos loco* corporis eoclestis in spalio plene dctcrmi- 
natus est, siquidem hi loci non iaeent in eadem recta cum Sole. Quare quum due- 
bus polissinium modi* locus puncti in spatio assignari possit, duo lu'nc problemaU 
aolucnJa sc ofllruut. 

Supponemus primo, duos locos dari per longitudines ct latitudines heliocen- 
tricas resp. per X, X'; fi, designandas: distantiae a Sole in calculuin non ingrc- 
dientur. Tunc si Iongitudo nodi ascendentis per ft, inclinatio orbitae ad cchpticara 
per * denotatur, erit 
tang = tang i sin (X — ft) 
tang = tang i sin (;' — ft) 

Determinalio incognitarum ft, tang i hie ad problems in art. 78, IT romideratnm 
refer ur; habctnus itnquc, ad norznam solutionis priinae 
tang i sin (X — ft) = tang/3 

tang 1 cos (;.— ft) = - . n 

ad normam solutionis teniae auteni inucnimns ft per aequationem 

vtique aliquanto commodius, si anguU (}, 0 immediate dantur, neque vrro per 
logarilhmos tangcnliiun: sed ad dcterminandum 1, recurrendum erit ad aliqimm 

minatione anguh X — ft, rel \X-\-\X— ft per tangentem suam ita erit decidendi, 
Tt taogt posilhia etiadat yel negatiun, pront motus ad ecliptiram proicctus dirccliw 
est vel retrogradus: hanc inccrlitudioem itaque tunc tan turn tollere licet, vbi con- 
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stat, a quanam' parte corpus codeste a loco primo ad seen ndum perneritTil ; qund si 

ignoraretur , yliqnc impi>*sibiJe csset, itodum ascendnilcm a desct-ndentr distingucr?. 

Postquam anguli ft, i inuenti sunt, crucntur argumenta latitudiamn u, u 

per formulas 

tang (l — ft) , tnng(/— n) 

tone u = r. , tang a — : 

6 eosi ' ° cos* 

quae in semioirculo primo vcl secundo accipienda aunt, prout Jatitudines respon- 

dentes boreales sunt vcl australes. His formulis adhuc sequenlcs adiicinius, e qui- 

bua, si placet, vna rrl altera ad calrulum conJirmandum in vsum vocari poteril: 

cos a = COi fi cos (i — ft) , cos u — cos/?' cos (/' — SI) 

sin /? , , sin 
shin = — — .— , Sltlf* — — r- — 
tun ' sin* 

v ' cos* v ■ ' cos* 

an. 

Supponamus secundo, duos locos dari per distantias suas a tribus plant's in 
Sole sub angulis rcctis sc secantibus ; desigucmus lias distantins pro loco primo per 
x, y, z, pro secundo per x', y, s', supponamusque planum terlium esse ipsam ecli- 
pticam, plani primi ct secundi autem polos positiuos in longitudinc A' et go°+A r 
sites esse. Ita crit per art. S3, duobus radiis vectoribus per r, r designatis, 

* = r cos u cos (N — ft) + r sin u sin (A' — Si) «>* * 
y= rsinuco*(tf — ft) cost — r cos m sin (A" — SI) 

* = rsin«sini 

*' = r cos u co« ( A' — ft) -f- r sin u sin {N — ft) cos * 
r sin u cd» (N — ft) cos t — r cost*' sin (A" — ft) 
*'=r'sWsini 
Hinc scquitur 

ay 1 — y~ = rr sin (u — a) sin ( A r — ft) sin * 
xz' — zx' = tv 7 sin («' — **) cos (A" — ft) (in * 
xy — yx" — r/sin («' — «) cos * 

E combinatione formulae priraae cum seen n da habebitur N — ft atque rr' sin u sin *, 
hinc ct ex formula tertia prodibit * atque rr'sin(«' — **). 

Quatenus locus, cui coordinatae x, y, z respondent, tempore posterior sup- 
ponitur, u' maior quam u fieri debcrt: quodsi itaque insupcr constat, vtrum angu» 
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Ins into- locnm primtun et secundum circa Solcm descriptus daobua rectis minor 
an ntuior sit, rr sin («' — w)siui atquc rr'sin{u — u) esse debent quanlitates positi- 
vac in casu primo, ncgatiuae in secnndo: tunc itaquc A — fi *ine ambiguitatc dc— 
tcrminatur, siinulcjuc ex signo quantitalis xy — yx' dcciditur, vlruin mollis directus 
•it, an n trognnlus. Vice versa, si dc motus directiono constat, e ftigiio quanti ta- 
lis xy — yx' decider* licebil , vtruin u — u minor an motor quum 180 0 accipiendus 
sit. Sin vcro turn motus directio, turn indoles anguli circa Solcm de&ripti plane 
iiicogiiitac sunt, manii'estum est, inter noduin ascendentcin ac descendentem distin- 
gucrc non lievrc. 

Ccterum facile pTspicitur , sirufi cos/ est cosinns imlinalionis plan! orbitae 
versus planum tertium, ita sin^A — ft) sint, cos (A — ft) sin/ esse rcsp. cosinns in- 
clinationum plan! orbilac versus planum primuin ct secundum; ncc 11011 exprimcre 
r/''.sin(M' — //) duplam nnam triauguli inter duos radios vectores inclusi, atquc zy — yz'; 
xz' — zx , xy — yx' duplam arcam proieclionum ciusdem lriangiili ad singula plana. 

Deniquc patct, planum U-rtium pro ecliptica quoduis aliud planum esse 
posse, si modo omncs magnitudincs per relatione* suas ad ecliptieani deCiutac pe- 
rinde ad planum tcrtium, quidquid sit, refcranlur. 

I I 9. 

Sint x", y, z coordinatae aticuius loci tcrlii, atquc u" eius argnmcntum 
]oti{.udiuis, r" radius vector. Dcsignabimus quuntitates r'r*ain' K u' — 11) f rr' sin («"— «), 
r/'sin(// — it), quae sunt areae duplac triunguJorum inter radium veclorem secun- 
dum ct tcrtium, primum et tertium , primu in ct secundum , rc*p. pern, 11 , n. Ha- 
bebuntur itaqae pro x' , y", z" expressions iis similes, quns in art. praec. pio.v, v, c 
ct a', y, z tradidimus., vndo adiuujento lemmatis J art. 78 facile deducuntur aequa- 
Lioncs sequcatcs: 

o=nx — fix' + « V 

o = ny— n'y + n'y" 

o = nz — nz + n z 

Sint iam lougitudincs gcoccntricae corporis codestis tribus ilL's locis respondente* 
a, a, a"; lalitudines geoccntricac /9, ft ; distantiae a terra ad eclipticam pro- 
icctae 3, 3', S'; porro respondentes longiludines heiiocentricae terrae L, L' , L" ; 
Jatitudines B, B\ B' , quas non statuimus =0, vt Jiceat, turn parallaxis rationem 
habere, turn, si placet, pro ecliptica quoduis aliud planum adoptaxe; denique 
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D, If, If distantiae tcrrae a Sole acl cclipticam proicctae. Quod*i tunc x, y, z 
per L, B, D, a, (J 7 S cxprimuntur , simililcrquc coordinate ad locum secundum 
et Icrtium spectantes, aeqnationes praecedentes sequcutem formam induuul: 
[ 1 1 o = n [Scot a + D cos L) — «' (S ' coj a + D' cos L' ) + n" (S° cos a + D' cos L ) 
[a] o=zn[Ss\n a + D sin L) — «' (<T sin *'+ ZT sin Z/ ) + /,* (,f * sin a + D' &in Z/") 
[3] osndJtang^ + ZJtnngJ?)— /i'((J'lang/r+Z>'«aiig2<') + rt' (<r Uui^/i + ZT tang Z/} 
Si hie a, /?' Z>, L, B, quantitatcsque analogae pro duobiu rcliqui* loeis, tani- 
quant cognitae apectantur, aoquationesque per «, wl per yel per/** dituduntur. 
qninque incognitae remanent, e quihus itaque duas eliniinarc, siue per duas quas- 
cunqii" tics rel-quas dcterminarc licet. Hoc modo iliac tres acquntiones ad conclu- 
sion's plurimas giauiisinitts vium sttrnunt, e qui bus quasdam imprimis insignes Isic 
cuolucmus. 

nS, 

Ne formulannn proli\itale nimis obruamur, sequcntibus abbreuialionibus vti 
placet. Primo designating qiiunlitateui 
lang /9sin (a— a ) + tang,* sin («— «') + long/?* sin(a — «) 

per (o. i. a): si in cxprcssiom: ilia pro longitudine et latitudinc loco cuiuis geocen- 
triro rcspoudentibus sub.-Uituuntur longiludo et latitudo cnilibct trium loco rum lie- 
Jioccntricortiin terrac respond) nlcs, in signo (0.1.2) nuraerum illi respondentem 
cum numcro romano co commutamus, qui posteriori rcspondct. Ita e. g. character 
( 0.1.I) exprimet qnantilatem 

tang/9 *in([J — a) + tang,/ sin(a — L')+ tang TP sin (cr' — a) 
nec non character (o. 0. 2) banc 

tang /? sin (a — L) + tang B *in («_«*) + tang/9* sin (/, — «) 

Simili modo charactcrcm mulnmus, si in exprcssionc prima pro ditabus longiludi- 
nibus et laliludinibus geocentricis duac quaecunque heliocentricae tcrrae subslituun- 
tur. Si duac longitudincs et laliluditics in cundem , cxpressioncm ingredientes tan- 
lummodo inler sc permutantur, ctiam in charactcrc numeros respondtntes permu- 
tare oportet: tunc autem valor ipse non mutatur, scd tantnmmodo e positiuo ne- 
gatiuus, c negatiuo positiuus euadit Ita e.g. fit (0.1.2)=: — (0.2. 1) =(1.2.0) = 
— (1.0. 2) = (2.0. 1) = — (2.1.0). Omnes itaque quantitates hoc modo oriundae ad 
scquentes 19 reducuntur 
(0...2) 

(0.1. 0), (0.1. 1), Co.i.II), 1VO.3), (o.I.9)i (0.IT.9), (O.1.9), (1. 1.2) , (H.i.a). 
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(o.O.I), (o.O.II), (o.I. II), (i.O.I), (i.O.II); (i.LU), (a.O.I), (2 O.II), (a.I.IJ) 
quibus accedit vigesiina (O.I. II). 

Cetcrum facile demonstrator, singula* has expressions, per productom e 
tribus cosinibus latitudinum ipsas ingredicntium multiplicalas, aequales fieri vola- 
mini sextuplo pyramidis , cuius vertex est in Sole , basis vera triangulum formatom 
inter tria aplmerae coclestis puncta, quae loris cxpressioncm illam ingredientibns re- 
spondent, statute sphaerae radio = i. Quoties itaquc hi trcs loci in codem drculo 
maximo iacent, valor exprcssionis fieri debet ~ o ; quod quum in tribus locis he— 
liocentricis terrae semper locum haheat, qnolies ad parallaxes ct latitudinrj ter- 
rae a perturbalionibus ortas non respicimus, i. e. quoties terrain in ipso cclipticaa 
piano constituimus , semper, haccc suppositione valente, erit (O.I.II) =o, quae 
quidem aequatio identica est, si pro piano tertio ecliptica ipsa accepta fuit C eta- 
rum quoties turn B, turn B 1 , turn B" =o , omnes iatae expressiones , prima ex- 
cepta, multo simpliciorcs fiunt > stngulae scilicet a secunda vsque ad decimam binis 
partibus conilatae erunt, ab vndecima aatem vsque ad vndeuigesimam vnico ter- 



Multiplicand© a equation em [1] per sin a* tang B? — sin If tang /S*, aequatio- 
nem [a] per cos V tang cos a tang B? , aequationem |3] per sin(Z,"— o*), ad- 
dendoque products, prodit 

[4] o = u{(o.9.n) < ?+(0.a.n)Z>}— /i'J(i.a.II)f+(I. 9 .IOD'} 
aimilique modo, vel commodius per sol am locorum inter se permutationem 
[5] o = n J(o.i.I) 3 + (0.i.I)2)J + n {(a. i.I) £'+(11.1.1)2? } 

[6] o=n' {(i.o.O)<r+(I.o.O)2)'j — »*{(a.o.O)er+(II.o.O)2>'} 

Quodsi itaquc ratio quantitatum n, n' data est, adiumento aequalionis 4 ex 3 de- 
terminare liccbit 3', vel 3 ex 3'; similiterque de aequationibua 5, 6. £ combina- 
tione aequationum 4, 5, 6 oritur haec 

(o.a.II)J+(0.a.lI)2> (i.o.O)3' + ( l.o.O)iy (a. i.l)3' + (Il.i.l) 2? 
171 (o.i.I)J T (O.i.l)i) X (i.a.U)ifV(l9.10^ X (a.o.O)^+(lI.o.O)Z>* =:= -- , » 
per qnam e duabus distantiis corporis coclestis a terra determinare licet tcrtiam. O- 
potest autem, banc aequationem 7 fieri identicam, adeoque ad determina- 
nius distantiae e duabus reliquis iueptam, quoties fuerit 

»7 
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tang ff tang/?* sin (£ — a) sin(£* — U) \ 
+ tang/?' tang ft sin (£/ — a')sin(L — L') \ = o. 
+ tang/? Mug/?- sin (£/— a) sin(L'— L)) 

Ab hoc incommodo libera est formula sequtns , ex ucquutionibus i , a , 3 
fncilr demanans: 

[8] (o. i.,)M'S* + (0.i.*)DS'3"+(o.I.i)mS'+ (o. 1. 11) IT $J' +(v.l.U) I/D'S +• 
(O. j. II) £>!>•<*' +(0. 1, a) ZMXcT + (O. I. II) ZJiTzr = o. 

Mnltipticando aequationcm l per sin a' tang /f — sina'tnng/?', acquationcm a 
per cos a" tang/?' — cosa'tang/?*, aequationem 5 per sin (a" — a), addenduquc pro- 
dncta , prodit 

[9] o = /» [ (o. 1. a) <f+(0. 1. a)/)} — «'(L 1. a) jX+n (II. 1. a)/r 
et perinde 

[10] o=r//(o.0.a)Z> — n j(o. i.9)^'+C<> I- 2 )»'} + /i*(<..n.a.)ZT 

[n] o=n(o.i.O)Z> — «'(o. l.ty/y+n* |(o. i.9)<T + (o.i.II)Z>'| 

Adiumcnto harum acquationum e rab'one inter <fuantitatcs n, ri , ri cognita emere 
Kcebit distantias J, S' , S'. Sod haeccc conclusio gMteralitcr t.intuiu lo^jnondo va- 
let, exceptionemque patilur, quoties (it (0.1. a) =0. Osteiidi euim potest, in hocce 
casu ex acquationibus 8, 9, 10 nihil aliud sequi, nisi relationrai nrnssariam inter 
quantftates n, ri, n ', et quidem e singulis tribus eandem. Restriction! s analogae 
circa aequationes 4,5,6 lectori perito sponte se oflerent. 

Cctemm omncs eon< Iusioncs liic euolutae ntilliits stint vsus, qunlir* planum 
orbitae cum cdiptica coincidit Si enim /?, p*, /?' , B , B, J? omnes sunt =0, 
3 identica est, ac proin omncs quoque 
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LIBER SECVNDVS 

INVESTIOATIO ORBITARVM CORPORVM COELESTIVM EX 
OBSERVATION IB VS GEOCENTRICIS. 



SECTIO PRIMA 

Dclcrminatio orbitae a trilut cbteruationibtu complctti. 

x t5. 

Ad (leterminalionem completam mollis corporis coclosli* in orbiU sua requi- 
runtur olomenU septem, quorum autem numcrus voo minor euadit, si corporis 
massa Tel cognita est vel negligitur; liaec licentia vix euitari potent in determina- 
tione orbitae penitus adhuc iucognitac, vbi omnes quaiililatcs ordinis perlurbatio- 
iwm lantispcr seponere oportet, donee massae a qnibus pendent aliunde innotue- 
rint Quamobrem in disquisitione pracscnte massa corporis neglect* elcmentorum 
numcrum ad sex reducimus, patetque adeo, ad determinationem orbitae incognitae 
totidem quantitates ab dementis pendentes ab inuicem vero independentes requiri. 
Quae quantitates nequcunt esse nisi loca corporis coeleslis e terra obseruata, quae 
singula quum bina data subministrcnt, puta longitudinem ct latitadinem , vel ascen- 
sioncm rue lam et dedinationem , simplicissiraum vtique erit, tria loca geocenirica 
adoptarc , quae gcneraliter loquendo sex dementis incognitis detcrminandis sufficient 
Hoc problcnta tamquam grauissimum huius opens spectandum erit , sununaque idco 
cura in hac scctione pertractabitur. 

Vcnun enim rero in casu special], vbi planum orbitae cum ocliptica coin- 
eidit, adcoque omnes latitudincs turn hebc-centricae turn geocentricae natura sua 
euanescunt, tres latitudines geocentrieas euanescentes baud amplius considerare li- 
cet tamquam tria data ab inuicem independentia: tunc igitur problema istud inde- 
tcrminatum mancrct, tribusque lods geoccntricis per orbitas infinite muhns »ati»- 
fieri posset. In tali itaque casu necessario qnatuor longitudines geocentrieas datas 
esse oportet, vt qualuor elcmcnta incognita reliqua (exridcuubus inclinations orbi- 
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tae et longitudine nodi) determinare liceah Etiamsi vero per principium indisccr- 
tandum sit, talem casnm in rerum natura Tmquam se oblatu- 
tamcn facile praeaamiUur, problem*, quod in orbita com piano edipli- 
cac omnino coincident© absolute indeterminatiim fit, in orbtiis perpariim ad ecli- 
pticam inclinatu propter obaeruationum praecisionem limitat&m tantum non inde- 
debere, vbi vcl leuissimi obseruationum errorea incognitarum 
pemtua turbare Talent. Quamobrcm vl huic quoquc casui consu- 
lamus, alia <ez data eligere oportebit: ad quern finem in sectione sccnnda orbitam 
incognilam e qtiatuor obseruationibiu determinare docebimuj , quarum duac quidem 
sint, duac reliqnae autem incompletae, latitudiuibus vel declinationibus 



Deoique quum omnes obseruationes nostrae propter instrumentorum sensu- 
umque i mperfectionem non aint nisi appro ximationea ad veritatem, orbita, sex ton- 
turn datis absolute necessariis supcrstructa , crroribuc considerabilibus adbuc obno- 
xia esse poteriL Quos Tt quantum qnidem licet extenuemus, summaraque adeo 
preeciaionem posstbilcm attingamus, via alia non dabitur, nisi Tt obseruationes 
perfecti.s3iraas qtmm plurimns congerainus, elementaque ita perpoliamus , Tt non 
quidem his vcl illis praecisione absolata satisfaciant , »ed cum cunctis quam optime 
Quonam pacto taletn consensum, si nullibi absolufum (amen Tbique 
arctissimum, secundum principia calcidi probabilitati* obtincre liccat, in se- 
ctione tertia ostendemus. 

Hoc itaque modo determinatio orbitarnm , quatenus corpora coelt stia secun- 
dum leges Kepleri in ipsis moncntur, ad omnem quae desiderari potest perfedio- 
nem euecta erit. Vltimam quidem expolitionem tunc demum sustipere lirebit, vbi 
etiam perturbationes , quas planctac reliqui motui inducunt, ad calculum erunl re— 
uocatae: quarum rationcm quomodo habere oporteat, quantum quidem ad inatitu- 
tum nostrum pertiucre videbitur, in sectione quarta brcuiter indicabimus. 



116. 

Antequam determinatio alicuius orbrtac cx obseruationibus gcocentric-is sus- 
cipitnr, his quaedam reduction©* applicandae crunt, propter nutalioncm, 
sionem, parallaxin et aberrntionero , siquidera summa pracciaio requiritur: in 
siori enim calculo has minutias negligere licebit 

Planetarum et cometarum obseruationes vulgo expresaae proferuntur per 
rectaa ct declinationes apparcntes , i. e. ad situm aequatoria apparen- 
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tem relalas. Qui situs qunm propter nutalioncm et praeccssionein variabilis ad<o- 
quo pro diuersis obseruationibus diucrsus sit, ante omnia loco plan! variabilis pla- 
num aliquod fixum introduccre conuenkt, ad quem finem vel acquator situ suo 
medio pro aliqua epocha, Tel ecliptica adoptari potcrit: planum posterius pleram- 
quo adliibori aolet, ted prius quoque commodis peculiaribus baud speruendis sc 
conunendat 

Quotics itaqne planum acquatoris cligcre placuit , ante omnia obserualiones 
a nutatioue purgandao, ac dein adhibita praccessione od epochaui quandum arbi- 
trariam rcduccitdae sunt: liacc operatio prorsus conucnit cum ea, per quam e lo- 
co stcllae firae obscruato eiusdem positio media pro epocha data deriuutur, adco- 
que explicationo hie non indiget Sin vero planum ecliptieae adoptarc constitutum 
est, duplex mcthodus patebit: scilicet vol ex ascrnsianibus recti's ct decliiialioni- 
bus ob nutationcm et pracccssionem corrcctis deduci potcrunt longitudines ct lalita- 
dinc.« adiumento obtiquhatis mediae, vndc longitudines iam ad aequinoclitim medium 
relatae prodibunt; vcl commodius ex ascensionibus recti* ct declinationibtis appa- 
rentibus adiumento obliquitatia apparcntis computabunttir longitudines et latitudincs, 
ac dein iliac a nutatione et pracccssione purgabuntur. 

Loci terrac singulis obseruationibus respondentes per tabulas solarcs com- 
putantur, manifesto autem ad idem planum rcferendi erunt, ad quod obserualio- 
nes corporis coelestis relatae sunt Quamobrcm in compute longitudinis Solis negli- 
gctnr nutatio; dein vero haec longiludo adbibita praecessionc ad epocha m fixam re- 
ducetur, atque 180 gradibus augebitur; latiludini Solis, siquidem cius ralioncm ha- 
bere opcrac prctiuui videtur, signum oppositum tribuelur: sic positio terrac hclio- 
centrica habebitur, rjuam, si aequator pro piano fundamental! electa » est, adiumento 
obliquitatis mediae in ascensioncm rcctam ct dcclinatiotu-m trausformare licebit 

1 17. 

Positio terrae hoc modo e tabulis computata od terrac centrum referenda 
est, locus obseruatus autem corporis coelestis ad punctual in terrac super h'cic spc- 
ctat: ituic disscusui tribus modis rcmedium aflerre licet. Potest scilicet vcl obser- 
vatio ad centrum terrac rednci , siuc a parallaxi libcrari; vcl locus Jiehocenlricu* 
terrae ad locum ipsuin obscruationis redud, quod efficitur, si loco Sobs e tabulis 
compuluto parallaxis rite applicatur; vel denique vtraque positio ad punctum ali- 
quod tertiuin transferri, quod commodissime in intcrsectione radii visus cum piano 
eclipticac assumitur: obseruatio ipsa tunc immuUta manet, reductioneroque loci 
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terrae ad hoe pnnctnm in, art. -a docuimus. Methodus prima adhiberi nequit, nisi 
corporis coclestis dislnntia a terra proxiinc saltern nota fucrit : tunc autem satis com-' 
nioda est, pracsertim quoties obscruotio in ipso mcridinno inslituta erf, vbi sola 
deeb'natio pnrallaxi afficitur. Ceterum praestabit, hone rcductioncm loco obseruato 
immediate applicare , anteqnam transfonnationcs art. praec. adeantur. Si vcro di- 
stantia a terra pcniln* adhuc incognita est, ad mcthodum secundum vel tcrtiam 
confugicndinn est, ct quidom il.'a in vsum vocabilur, quoties oequator pro piano 
fundainentnli accipitur, tertia autem praefcrctur, quoties omnes positioner ad ecli- 
pticam rcferre pJacuiL 

f iS. 

Si esrporis coeleslis distantia a terra aliciii obseruaiioni reapondens proximo 
iam nota est, hanc ab efl'cctu aberrativni* lib* rare licet phiribus modis, qui me— 
thodi* diuersis in art. 70 tradiu's innituntur. Sit / (cinpns verain obscruatiouis ; 6 
mterualltim temporis, intra quod lumen a corporc .coclcsti ad terram descendit, 
quod prodit ducendo -t;).V in distanliam; / locus obseruatus, /' idem locus adiu- 
mento motus geoccntrici diiirni ad tcrnpus t + 6 reductus; /* locus / ab ea aberra- 
tionis parte purgatus, quae planet is cum fixis communis est; L> locus terrao verus 
tempori / respondent ( i. e. tabularis 20" s5 anctus} ; denique 'L locus terrae verus 
tempo ri i—Q respoudens. His ita facli* erit 

I. / locus verus corporis coclestis cx 'L> visus tempore / — 8 

II. /' locus Ycras corporis coclestis cx L visus tempore * 

III. I' locus verus corporis coclestis cx L visus tempore / — 6 

Per nicthodum I itnque locus obseruatus immutatus relinettir, pro tempore vcro 
autem fictum /■ — 0 subslituilur, loco terrae pro codem computato ; methodus II 
soli obsrrualioni miitaiioncin a]>plicat, quae autem pracicr distantiam insuper mo- 
nun diuiTium rcquirit; in mctliodo 1JI obscruatio conectioncm patitur a dislantia 
non pendentcm, pro tempore vero fictum / — 6 substituilur, sod retento loco tcr- 
rae tempori vcro respondentc. Ex bis mctbndis prima longe coramodissima est, 
quoties distantia eatcnus iam nota est , vt reductio tcmporis 0 praecisione sulficiente 
computari possit. 

Quodsi autem baec distantia penitus adhuc incogn^a est, nulla harnm me- 
thodoram immediate apjiUeari potest: in prima scilicet habctur quidem corporis 
coclestis lot-us geocentricus, scd desideratur tempus ct positio terrae a distantia in- 
cognita pendcutia: in secunda e contrario adsunt baec, decst ille; denique in ter- 



Digitized by Google 

■ 



DETEHMINATIO OKBITAB £ TfllBVS OBSEBVATluNIBVS COMPLET1S. l35 

tia babclur locus geocentricus corporis coclcstis atque positio terrac, sed tempus 
deeat cum illis dati* iungendum. 

Quid faciendum cat itaque in problemale nostro, si in tali cmu sohrtio re- 
spertu aberrationi* quoque exacta postulaiur? Stmplicissiinum vtique est, orbitam 
primo neglccta aberration© determinure , quae quum c {Tectum considerabilem n«m- 
quain proJucere possit, distantiac bine ea ccrte praecrsiono demanubunt, Tt iam 
obserualioncs per sJiqnam melhoslorum inodo exposkarum ab aberratioue pnrgare, 
orbitacque dctcriuinalionem aceurnuus ilerarc b'ceat. Iam in bocee nogotio metbo- 
dus tertia ceteris longe pratferciula crit: in mctliodo eniui prima omnea operatic— 
nes a positions terrac pendentes ab ouo nirsus inchoandae sunt: in sectinda (quae 
ne appbcabilis quidem est, nisi tanta obseruationum eopia adsit, Tt motus diumns 
indc clici possit) Cannes operalionc* a loco gcocentrieu corporis coelcstis pendente* 
denuo insa'tucre oportetr contra in tertia (siquidem iam calculus primus supcrstru- 
ctus fuerat locis geocentricis ab aberrationc fixarum pitrgatis) omnes epcrationes 
praelimioarcs a position© torrae et loco geoccntrico corporis eoclestis pendente*, in 
romputo nouo inuariatac retincri poterunt. Quiu adeo lioc modo primo statim cal- 
culi abciTationem complecti licebit; si mctbodii* ad dctcrminationem orbitac adhi- 
bita ita comparata est, vt valores disfanriarum prodeant prius, quam tempera cor- 
rect* in ealculum introduces opus fucrit. Tunc aberrationi* quidem caussn calcu- 
bis duplex hand neccssarius erit, vti in tractalionc ampliori problematic nostri 
< larius apparcbit. 

1 19. 

Hand difficile esset, e nexu inter problematic nosiri data ufque incognitas, 
eius statura ail sex aequationtu rcdueerc, vcl adeo ad paucjores, quum vnain al- 
leramue incognitam satis commode thminarc licerel: sed quoniam nexus ille rom- 
plicalissimus est, hae acquationcs moxime iniractabiles cuadercut; inrogiiilarum 
separatio talis, vt tandem aequatio mica in tantummodo contiiicns prodeat, gencra- 
liler loqnendo *) pro impossibili liabcri pote*t, multoqne adeo minus probleuiatis 
•ohuionera integrain per solas opcrationcs dircctos absokiere licebit. 

Sed ad duarum nequatiohum sohitioncm X = o , K = o, m quibus duae 
tantum incognitae x, y intermixtae remansemnt, vtique reducerc licet problem* no- 

') Quolic* obicrualionrj »b inuiccui taai parain remotar aunt, vt trinporuin intrruslla tamqimra 
qiiantitatrs iiJxnlU p«nia» tracUre lircat, butusniodi trparatiu vtique lucccdit, lotuuiqac prvbUuia 
ad eolutioncm ■equation* nJgcbraicao .cptimi octauiuo sradus rcducilur. 
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strum, ct qiudcm varii« modis. Haud equidem neccase cat, vt x, y sint duo ex 
elements ipsis : esse polcrunt quantitatcs quab'cunque modo cum clcincntis conno- 
xae, «i modo illis inuentis elementa indo commode deriuare liceL Praeterea m«- 
nifeslo Land opus est, vt X, Y per functioned expbeitas ipsarum x, y exhibean- 
tur: sufficit, si cum illis per systems oequationum ita iunctac sunt, vt a vaiori- 
bus datis ipsaruin x, y ad valorcs respondents ipsarum X, Y descenders in po- 
les tat e sit 

S3Q. 

Qnonium iiaquc problematis nalura roductionem vltcriorem Hon permittit, 
quam ad duas aequationcs, duas incognitas inixlim implicantes, rci summa priino 
quideju in idouea liarum incogniturum eUct'ume aequationumque adornatione veraa- 
bitur, vt turn X et Y quam sunplicissiinc ab x 9 y pendeant, turn ex Larum va- 
loribus iuuentis elementa ipsa quam cummodissime deuianent : dein yero cireumspi- 
cicndiun eril^ quo pact© incogniturum volor.es aequationibus satisfacienlcs per opc- 
rationes non ninus opero.ius crucre licout Quod si coocis quasi lentaminibus tan— 
turn ellicicndum essel, ingins sane ac yix iolecandus labor requireretur, qualem 
fere niliUominus saepius suscepcrunt astronomi, qui comctarum orbitas per metlio- 
dum quam indirectam vocant detenninonerunt : magnopere Ttique iu tali ncgotio 
labor sublcuatur ,co, quod in .lentaminibus primis calculi cxessioros sufEciunt, do- 
nee ad vatores approximates incognitarum peruentum fuerit. Quomprimura vcro 
dcterminatio approximate iam babetur, rem tutis semper expeditisque mrthodis ad 
finem pcrducere licebit, quas antequam vlleriu* pjogrediamur hie explieauisse 
iuuabit 

Aequationibus Xc=o, Y=o_, si pro ar, y vatores veri ipsi accipiuntur, 
ex asse spontc satisfiet: contra si pro x, y valores a veris diners! snbstituuntur, 
X et Y hide Talorcs a o diuersos naaciseentur. Quo proptus vero illi ad veros 
accedunt, eo minores quoque valores ipcarum JSC, Y eraergcre debebvnt, quotics. 
que illorum differentiae a vcris pcrcxiguac sunt, supponerc lieobit, varintiones in 
raloribus ipsarum X, Y proximc proportionales esse variation! ipsius x, si y, vel 
variatioui ipsins y, si * non mutetur. Quodsi iUque ralores veri ipsarum x, y 
rcsp. designantur per |, n, valorea ipsarum X, Y suppositionix=£-f X, y =t ) J r 
respondentes per forinam X— aX + jt.u, Y=yX + Sfi exliibebuntnr , ita vt coeffi- 
P icntes u, j), y, S pro constantibus haberi queant, dum Xelfi pcrexiguae manent. 
Ilinc concludUur, si pro tribus systemuiibus talorum ipsarum *, y y a veris parum 
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diuersorum, valores respondents ipsarum X, Y determinati sint, valorcs vcros 
ipsarum x,y indo doriuori posse, quatenus quideni suppositionem istam admittcre 
licet Statuamus 

pro x — a, y—b fieri X—A, Y=B 

x = a,y = b' X=A', Y=BT 

x = a',y=b' X-A', Y=BT 
habebimusque 

A=a(a— + i?), B=y(a— f) + o*(ft — >)) 

A'= «(«'-!)+ ft (// - 7) , &= y(n - 1)+ d>'- ) 
A-=a(a'- !) + /? b'- n ) , K=?{a-l) + 3 {b ,,) 
Hinc fit, clirainatis a, /?, y, <J 

a{A'tf — A'J?) + «'(A'B— Air)+a{slTr— A'B) 
* = A'B'—A-jr + AJi—sfB' + Air—A'Ji 

b{A'B'—A'B')+b'(A°B—AB') + b"(AB'—A'B) 
f — AB'—AB'+A'B—AB'+AB'—A'B 
siue in forma ad calculum commodiori 

{a'— ay A'B — A IT) + (a — a) (A IT— AB) 
Z— a + A'K^A^B'+A'U—AB' + Ali—A'B 

(ft'— ft) (A'B — AB) b) (AIT— A'B) 
V- b + A'B" — yJ"B+ A °Ji — AB" + Ah' — A'B 

Manifesto quoquc in Ills formulis quantitates a, b, A, B cum a, b' , A', B 1 , yel 
cum his a, ft*, A", B" pcrmutare licet. 

Cctcrum denominator communis omnium harara expirssioniun , quom cliam 
sub formam (A'—A)(B'—B) — (A'—A)(B'—B) ponerc licet, lit = (aj— fy) 

|(a — a){b'— ft) — (a — a)(b'— ft) J : vnde patet, a, a, a, ft, ft', ft* ita accipi 

a — a a —a 

debere , -vt non fiat y. ^ — ^ & , alioquin enim haec mcthodus band ap- 

plicabilis esset, sed pro | ci if valorcs fractos suggereret, quorum numeraires et 
denominolorcs simul euoncscercni Siraul hinc manifestum est, si forte fiat ttS-(iy=^o t 
eundcm defectum mcthodi vsum omnino destruere, quotnodocunquc a, a , a" , ft, 
ft', ft* accipiantur. In tali casu pro valoribus ipsius X formam talem supponcro 
oportcrct ai+Pju+eAX+SXfi + dfjju, similemque pro valoribu* ipsius Y, quo facto 
analysis mctbodos praccedenti analogas suppeditaret , e valoribus ipsarum X, Y pro 
quatuor systematibus valorum ipsarum *, y rompuUtis haruiu valores veros erueadi. 
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Hoc vero modo calculus permolcstus cuaderet , praclcrcaque ostendi potest, in tali 
casu orbitac dcterminationcm praecisioncm necessariam per ipsius rei naturam non 
admitlere: quod incommoduin quum aliter euitari ncqucat, nisi nouis obseruationi- 
bus magis idoncis adsciiia, huic argumento hie non imnioramux. 

191. 

Quoties itaquc incognitarum valores approxintati iam in potestate sunt, Teri 
inde per mclhodum modo explicatam omni quae desidcratur praecisione dcriuari 
posMint. Primo [scilicet computabuntur Talorcs ipsarum X, Y islis vaJoribus ap- 
pro ximatis (a, b) respondents: qui nisi spontc iam cuanescunt, calculus duobus 
aliis vaJoribus ob illis pa rum diucrsis («', b') repctctur, ac dein tertio systeinate 
a, b' ; nisi forluito ex sccundo X et Y cuanuorunt Tunc per formulas art. praec. 
Talores veri elicientur, quotenus suppositio, cui iJlae formulae innituntur, a veritate 
baud scnaibilitcr discrepat Dc qua re quo melius iudicium ferri possit, calculus 
Talorum ipsarum X, Y cum illis vaJoribus corrcctis rcpetctur : qui si acquationibus 
A"=:o, Y=o nondum satisfied monatrat, ccrte valores multo minores ipsarum 
X, Y inde prodibunt, quara per tres priores hypotheses, adeoque ekwenta orbi- 
tae hinc resultantia longe exactiora erunt, quam ea, quae primis hypollicsibus re- 
spondent. Quibus si acquiescere nolumus, consultissimuni erit, omissa ca hypo- 
thesi quae niaximas diflerentiaa produxcrat, duas reliquas cum quarla denuo ;iun- 
gere, atque sic ad normam art praec. quintum systcma valorum ipsarum x, y ior- 
roare: eodemque modo, vbi operae prctium videbitur, ad hypothesin sextam etc. 
progredi licebit, donee acquationibus X — o , Y = o tam cxactc satisfactum fuerit, 
quam tabulae logarithmicae ct trigonometricae permittunL Rarissime tamen opus 
erit, vltra systcma quartum progredi, nisi hypotheses primao niaus adhuc a veri- 
tate aberr antes suppositae meruit 

199. 

Quum in co grut arum valores in hypothesi seennda et fertia supponendi quo** 
dammodo arbitrarii sint, si modo ab hypothesi prima non nimis different, praeter- 
eaque cancatur, ne ratio (a — a): (6* — b) ad aequalitatem huius (a — a): (b> — b) 
conucrgat, plerumque statui solet a'— a, b'=b. Duplex hinc lucrum deriuatur : 
namque non solum formulae pro |, q paullo adhuc simpliciores euadunt, sed pars 
quoque calculi primi eadem manebit in hypothesi tecunda, aliaquc pars in tertia. 
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Est tamen casus , vbi aliae rationes ab hac consuetudine discederc suadcnt: 
fingamns enim, X habere formam X' — x, atque Y banc ¥' — y, functioncsque 
X' } Y' per problematis naturam ita comparator csso, Tt erroribus mcdiocribus in 

(* x '\ / AX '\ 

valoribus ipaarum x f y com missis pcrparum afEciantur, siue vtl ^ x I, I ^ j, 

(~H x"~)' ( *d jT ") * int °. aanfita,e * J>erc*ig uac > patctquc, diflereutias inter valorca 
istarum functionum systemati * = y=>) respondente* , cosque qui ex x—a, y=zb 
prodeunt, ad ordinem quasi altiorem referri posse, quam diflereutias £ — a, 1/ — b; 
at valores Uli sunt A" = |, Y'=t h lu vero X'=a+sl, Y'—b + B, vndc sequi- 
tur, a+A, b + B esse valores multo exacliorcs ipsarum x, y, quam a, b. Qui- 
bus si hypothesis secunda superstruitur , pcrsaepe aequatiouibus Xz=o, Y=o tain 
cxacte iam satisfit, vt vllcrius progrcdi hand opus sit; sin sccus, eodem modo ex 
hypothesi secunda tertia formabitur faciendo a=a'+A'=a + A+A\ b'—b'+B" 
= b+B +B", vnde tandem, si nondmn satis praccisa rcperitur , quarta ad normam 
art 119 elicietur. 

133. 

In praec. supposuimus, valores approximates incognitarum x t y alicundo 
iam haberi. Quoties quidem totius orbitac dimensiones approximate in potestate 
sunt (ex aliis forte obseruationibus per calculos antcriores deductac iamque ]>er no- 
vas corrigendae), . conditioni ilii absque difficultalc salisfieri poterit, quamcunqne 
aiguiCcationcm incognitis tribuamus. Contra in detenninatione prima orbilae peni- 
tus adhuc ignotae (quae est problema longe difficillimum) nculiquam induTcrens est, 
quasnam incognitas adhibeamus; arte potius talique modo cligendac-sunt, vt valo- 
res approximates ex ipsius problematis natura haurire liccat Quod exoptatissime 
succedit, quoties tres obseruationes ad orbitae inuestigationem adhibitae mo turn he- 
liocentricum corporis coelestis non nimis magnum complectuntur. Huiusinodi ita- 
quc obseruationes ad determinationem primam semper adhibendae sunt, quam dcin 
per obseruationes magis ab inuicem remotas ad lubitum corrigcre conuenivt Nullo 
enim negotio perspicitur, obseruationum errores ineuitabiles calculum eo 
turbare, quo propiores obseruationes adhibeantnr. Hinc colligitur, 
ad determinationem primam haud temere eligendas, sed cauendum esse, primo no 
sint nimis sibi inuicem vicinae, dein vero etiam ne nimis ab inuicem distent: in 

ob 
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qtiidt-m absolucretur, scd hi* elcmenlu ipsis pantm fidendum forct, quinimo erro- 
ribus tain enonnitcr depraiiata cuaderc posscnt, vt ne approximation is quidem vice 
fungi valerent; in casu altero vero artificiis, quibus ad dctemiiiiitlioncm approxi- 
tnatani incognilaruni vtendum est, dtstitucreuiu*, neque hide uliam deriuaieinus, 
nisi vc! crassissimam vbi hypothesca multo plurcs, vcl oiunino incplam, vbi ten- 
taniina fastidiosissima haud cuitare Jiceret. Sed de hisce mcthodi limitibits scite iu- 
dicare melius per vsum frequcntcm quam per praccepla cdisrilur: cxciupla infra 
tradenda ostendent, ex obseruationibus Iuuonis 22 tantum ditbus ab inuicem dissi- 
tis molurnrjue heliorcnlricum 7" 35' complcclentibus eiementa niulta iam praceisione 
gaudentia dcriuari, uc vicissim, mcthodum nostrum optimo etiamniuii succcssu ad 
obseruationes Orcri* applicari , quae 260 dicbus ad inuicern distant , motumquc he- 
liocentriruui Ga'S.V iiuhidunt, quatuorquc hypothesibus seu potius approximatio- 
tionibus succcssiui* ndiiibilis element* optime cum obsemationibus couspirautia 
pruduccrc. » 

12 4. 

Progredimur iam ad cnumerationem mcthodorum maxime idoncarum prin- 
cipiis praeccdentibus inuixarum, quarum quidem praccipua m omen la in libro pri- 
mo expo-iita sunt, atque hie tantum institute nostro accommudari debent. 

Aletliodus simplicissima esse vidilur, si pro *, y dislautiae corporis coe- 
Irstis a terra in duabtis obscniationibus aecipiantur, uut potius vel logarithm! ha- 
nim distantiaruin vel logaritbini distanlianira ad cclipticam siue aequatorcm pro- 
icctarum. Hinc prr art. 64, V elicientur loca heliocentrica et dislanliae a Sole ad 
eadem loca pcrtinmtia; hinc porro per 1 art. 110 situs plnni orbitae atque longitudi- 
nes hc!iocentrirae*in ea ; hinc atque ex radiis vectoribus tcmporibusque rcsponden- 
tibus per problem a in art 85...io5 copiose pertractalum cur eta rcliqua elements, 
per quae illas obseruationes cxactc repraesentari maiiifesfuin est, quicunque valo- 
res ipsis *, y tribnti fucrint Quodsi iam per haec eiementa locus geocentricus 
pro tempore obseruationis tcrtiae coinputnhir, huius consensus cum obscrualo vel 
dissetisns dceidtt, vtnira volorcs suppositi reii fuerint, an ab iis discrepctit; vnde 
qutim comparatio duplex deriuetur, diffcrenda altera (in longitudino vel asoensione 
recta) accipi potcrit pro X, alleraque (in latitudine vel dcelinatione) pro Y. Nisi 
igitur valores h; rum diircrentiarum A', Y sjxmte prodcnnt = o, valores veros ipsa- 
* rum x, y per inethodum in art. 190. sqq. descriptam eruere licebif. Cetcnun per 
sc arbitrorium est, a quibusnam trium obseruationum proficiscamur : plerumque 
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tainen praestat, priinain et poslrcmam adoptare, casu speciali do quo slatim dice- 
in us cxcepto. 

Haecce methodus plcrisquc post expb'candis eo nomine praefcrcnda est, 
quod applicalioncm niaximc genera) em patitur. Excipere oporlct casum, vbi duae 
obseruatioaes cxlrcmac motuni helioeenlricum 180 vcl 56o vel 54o cte. graduum 
coinplectunlur ; luiio cnim positio plum orbitae e duobus locis lieliocenU-ieis dclcr- 
miuari iiequit (art. 110.). Periude welhoduin appicare haud conueniet, qiiolies 
ntotus heiiweiilrieus inter duas obserutiliones extrenms perparum diflert ab 180 0 vtl 
50o° etc. quantum in buc casu determinatio position!* orbilac aceurata obtincri 
ncquit, ciue polius, quoniam varialiones leiussimac in vuloribu* suppoisitis inco- 
gnitarum tantas varialiones in posilione orbitae et proin ctiam in valoribus ipsa- 
rum X, Y producerent , vl bae illis non omplius proportionalcs censcri pos- 
sent. Vcrumtamrn remcib'uin hie pracsto est; scilicet in tali casu non pro— 
prolicisceiiuir a duabus obsenmlionibus extremis, sed a prima et media, vel a 
media et vltiina, adeoqtie pro A', Y, ncripiemus diflerentias inter conipulum ct 
obseruationem in loco tertio vel primo. Quodsi auleni locus sccundus a pri- 

mo turn tertius a secundo propemodum «8o gradibus dislarent, iucommodum illud 
hoc modo tollcre nou liceret; sed praestat, huiusroodi cibseruationes , c quibus per 
rci naturam determinatio aceurata situs orbilac erui oiuiiino nequit, ad ealculum 
elementorum baud adbibere. 

Praelerca haec methodus eo quoquc se commendut, quod nullo negotio 
aeslimari potest, qtiantas variationes ckmenta patiantur, si mancntibus locis extre- 
mis luedius paullulum mutetur: hoc itaquc modo iudiiium ftrri potcrit qualecun- 
que de gradu praccisionis dementis inucnt.s tribuendac. 

125. 

Leui mutatione appb'cata e metbodo praccedente secundum eliriemus. A di- 
slanliis in duabus obsemationibus profecti, periudc vt in illu, euneta eleinnnta do- 
terminabimus; ex his vero non locum geocenlricum pro obseruutione tertin coinpu- 
labimus, sed tanturamodo vstjue ad locum heliocentricum in orbita progrediemur; 
cx altera parte eundem locum heliocentrieum per problrma in artt. 74, 7 5 tracln- 
tum o loco geocentrico obseruato atquc situ plani orbitae deriuabimus ; hao duao 
determhiationes inter se duTcrcntes ( nisi forte valorcs veri ipsarum * , y suppositae 
fuerint), ipsas A', Y nobis suppeditabunt , acccpta pro X differentia inter diios va- 
lorea longitudinis in orbiU, atquc pro Y differentia inter duos valorcs radii vecto- 
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ris, aut potius logarithm! cius. Hacccc mclhodus iisdcm monitionibus obnoxia est, 
quas in art. pracc. attjgimus: adiungcrc oportct aliam, scilicet, quod locus helio- 
centricus in orbits o geocentrico deduci ncquit, quoties locus tcrrae in alterutrum 
nodonim orbitae incidit; tunc itaquc hanc mclhodum applicare non licet Sed in 
eo quoque casu, vbi locus terrae ab alterutro nodorum perparum elistat, hac me- 
thodo abstinerc conueniet, quoniam suppositio, variau'onibus paruis ipsarum x, y 
respondere variationcs proportionales ipsarum X, Y, nimis crronea euadcret, per 
ralionem ei qnam in art praec. attigimus similem. Sed hie quoque remedium e 
pcrmutationo loci mcdii cum aliquo cxtrcmorum, cui locus leprae a nodis magi* 
remotus respondeat, pctere licebit, nisi forte in omnibus tribui obseruationibu* 
terra in nodorum viciniis vcrsata fuerit 

126. 

Methodus pracccdcns ad tertiam illico sicrnit viam. Determinentur, per- 
indc vt ante , c dislantiis corporis coelcstis a terra in obseruationibus extremis lon- 
giludincs respondentes in orbita ctun radiis vectoribus. Adiumcnto position* plani 
orbitae, quam bic calculus suppeditaucrit, eruatur ex obseruatione media longitudo 
in orbita atque radius vector. Tunc autem computentnr ex his tribus locis helio- 
centrici* clemcnta reliqua per problema in artt 82 , 85 tractatum , quae opcratio ab 
obscruationum temporibus independens erit. Hoc itaque modo innotesccnt tres ano- 
maliae mediae atque molus diurnus, vnde ipsa tcmporum interualla inter obserua- 
tioncm primam et sccundam, atque inter secundam ct tertiam compulare licebit 
Horum differentiae ab interuallis veris pro X ct Y accipientur. 

Haec methodus minus idonca esset, quoties motus heliocentricus arcum exi- 
guum tantum complectitur. In tali cnim casu ista orbitae determinalio (vt iam in 
art 82 monuimus) a quantitatibus tertii ordinis pendct, adeoque praecisionem suf- 
ficientcm non admittit. Variationcs leuissimae in valoribus ipsarum x, y producere 
possent rariationes pennagna* in dementia adeoque etiam in valoribus ipsarum X, Y 
neque has illis proportionales supponere liceret Quoties autem tres loci motum 
heliocentricum considerabilem subtendunt, methodi vsus vtique succcdet optime, si— 
quidem exceptionibus in artt praec. explicatis haud turbetur, ad quas manifesto in 
hac quoque metliodo respiciendum erit 

1 97. 

Postquam tres loci heliocentrici eo qucm in art pracc. deseripsimus modo 
eruti sunt, soquenti quoque modo procedi poterit Detonnineotur elemenU reliqua 
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per problems in artt. 85...io5 tractattun primoe loco primo et sccundo cam intcruallo 
temporis respondetile , dcin Tero eodem modo e loco sccundo ct tcrtio temporisque 
intcruallo rcspondente: ila pro singulis dementis duo valorcs prodibunt, e quorum 
diflercutiis dims ud libitum pro X et Y accipere licebit Magnopere banc metho- 
duin cottimendat commodum haud spernendum, quod in hypothesibus primis ele- 
menta rcliqua, praeter duo ea quae ad stabiliendum X et Y cliguntur, omnino 
negligere licet, quae in vltimo demum calculo, valoribus correctis ipsarum *, y 
superstructo , detcrminabuntur siue c sola combinalionc prima, siue c sola sccunda, 
siue quod plcrumquc praefcrendum est c combinationc loci prinii cum tcrlio. Ce— 
tei-um electio illomm duorum clcmcntorum, quae gencraliter loqttendu arbitraria 
est, mngnam solutionum varietatem suppedital; adoptari poterunt c. g. logaritbmtu 
semiparamctri cum logaritbmo semiaxis maioris, vel prior cum excentriritaic, Tel 
cum eadein posterior, vel cum aliquo borum elementorum longitudo perihelii : com- 
binari qnoquc polcrit ab'quod horum quatuor elementorum cum anomalia excentrica 
loco medio in vtroque calculo rcspondente, siquidem orbita elliptlca euaserit, vbi 
formulae uj-5o art. gt> calcaJum maximc expeditum afferent. In casibus spcciali— 
bus autem liacc electio quadam circumspecuonc indigct; ita e. g. in 01 Litis ad pa- 
rabolae similitudinem vergentibus semiaxis maior a ipsiiisue logaritbmus minus ido- 
nei forent, quippe quorum variation es immodicao variationibus ipsarum x,y haud 

proportionales censori possent: in tali casu magis e re esset eligere Sed his 

cautclis eo minus iramoramur, quum mcthodus quinta in art scq. cxplicanda qua- 
tuor hactenus exposilia in omnibus fere casibus palmam praeripiat 

128. 

Dcsignemus tres radios vectores eodem modo erutos vt in artt. 125, ia6 
per r, r, r"; molum angularem heliocenti icuni in orbita a loco sccundo ad tcrtium 
per a/, a primo ad tertium per af, a primo ad secundum per ay*, ila vt habcatur 
/"= f+f"; sit porro r r sin a/= n , rr" sin a/== «' , rr si a nf= n ; denique producta 
quantitatis constantis k' (art. a) in temporis interualla ab obseruationc sccunda ad ter- 
tiam, a prima ad tertiam, a prima ad secundam rcsp. d, &, ff. Incipiatur computus du- 
plex elementorum (perinde vt in art. praec.) turn ex r, r',f* et <?*, turn ex r, r*, f, Q: 
in vtroque vera calculo non ad elcmenta ipsa progrcdieris , sed subsistcs, quampri- 
mum quanthas ea, quae rationem scctoris elliptici ad triangulum expriinit, supra- 
que (art 91) per y vel — Y denotata est, eruta fucrit Sit valor huius quanutalia 
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in calculo prixno rf, in sceundo i). Habebimus itaque per formulam 18 art. g5 pro 
semiparamctro p valorem duplicem: 

. n'n t>n 

Scd per art. 89 hubemus insuper valorem tertium 
4rrV sin / sin f sin J* 



it — n'+n 



qui tres valores manifesto identici esse deberent, si pro *, y ab initio valores vert 
accepti Anient. Quamobrem esse deberet 

& ~~ v w 

, , 4c7flVrV% in /sin/ , 8in/' n Q& 

n — n+n- ^ w ~ 2 ,, v Y r V" cos/cosy* cos/* 

Nisi itaque liis aequationibus iam in primo calculo sponlc satisfit, statuere licebit 
v 1 f i " & 



Y — n — « +« 1 — — j -p -pr 

11 ft) rr r cos J cos J cos J 



Hacc mctbodiis applicationcin acque generalcin patitnr, ac sccunda in art ia4 
explicata, magnum vero lucrum est, quod in hacce quinta hypotheses primae cuo- 
lutioiu-m elcmentorura ipsornm non requirunt, sed in media quasi via subsistunt. 
Cctcrum simulatque in bac opuratinnc eo peruentum est, vt praeuideri possit, hy- 
pothesin nouam a vcritatc linud sensibiiiler discrepaturam esse, in hac clcmenta 
ipsa vel duntaxat ex r, /,/", 0", vel vx r, r ,/, d, vel quod praestat cx r, r, f tf, 
determinate sufficict. 

lag. 

Quinquc metliodi bactenus cxpositac prolinua ad totidrm alias viam stemunt, 
quae ab illis co tantum diflcrunt, quod pro x ct y loco clistantiarum a terra, in- 
clinalio orbilae atque longitudo nodi oscendentis accipiuntur. Hae igitur methodi 
nouae ita se habent: 

I. Dcterminantur cx J el y duobusqpo locis geoccntricis extremis secundum 
artL y4, 75 longitudines helioccntricae in orbita radiiquc vectorcs, atquc bine ct 
ex tcmporibus respondentibus omnia relrqtia clcmenta; cx Ius deniquc locus geo- 
centricus pro tempore obseruationis mediae, cuius differentiae a loco obseruato iu 
longiludiuem <•! latitudiuem ipsa* X et Y suppeditabunt. 
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Quatuor reliquae method! in eo conueniunt, quod e positionejpbmi orbitae 
locisque geocentricis omnes tres longitudines heliooenlricao in orbit* radiique vecto- 
red respondentes computantur. Dein autem 

II. eleraenta rcliqua determinantur e duobus Iocia extreraia tan turn atque 
temporibus respondentibus ; secundum hacc clementa calculantur pro tempore obaer- 
vationis mediae longitudo in orbiu atque radius vector, quarum quantitatum diffe- 
rentiae a valoribus prina inuentis, i. e. e loco geocontrico deductia, ipsas X, Y 
exuibebunt 

III. Aut deriuantur orbitae dimensiones reliquae ex omniboa tribus locia he— 
liocenlricis (artt. 8a, 8.3), in quem calculum tenipora non ingrediuntur : dein tcm- 
porum intcrualla eniuntur, quae in orbita ita inuenta inter obseruationem primam 
et sccundam, atque inter hanc et tertiam elapsa ease debercnt, et quorum diffe- 
rentiae a vcria ipsa* X, Y nobis suggerenL 

IV. Calculantur clementa rcliqua duplici modo, puta turn e combinatione 
loci primi cum sccundo, turn e combinatione secundi cum tertio, adhibitis tempo— 
rum interuallis respondentibus. Comparatis hisce duobus elementorum systeniatibus 
inter se, e difTerentiis duae quaecunque pro X, Y accipi polcrunt 

V. Siue denique idem calculus duplex tantummodo vsque ad valores qtian- 
titatis in art. 91 per y denotatae producitur, ac dein pro A", Y cxpressioncs in art 
pracc. traditae adoptanlur. 

Vt qualuor vltimis harum methodorum tuto vti liceat, loci terrae pro omni- 
bus tribus obseruationibus orbiUe nodis non nimis vicini esse debent: contra vsus 
methodi primae tantummodo requirit, vt eadem conditio in duabus obseruutionibus 
extremis locum habcat, siue potius, (quoninm locum medium pro aliquo extreme— 
rum substituere licet) vt e tribus locia terrae non p lures quoin vnus in nodorum 
viciniia versentur. 

i3o. 

Decern methodi inde ab art n4 explicatae innituntur supposition! , valores 
approximatos distantiarum corporis coelostis a terra, aut positionis ploni orbifae, 
iam in polestate esse. Quoties quidem id agitur, vt dimensiones orbitae, quarum 
valores appro ximati iam alicunde innotuerunt, puta per calculum anterior cm ob— 
seruationibus aliis innixuin, per obscruationes magis ab inuicem remouu corrigan- 
tur, postulatum illud nullis manifesto difficultatibus obnoxium erit. Sed hinc nondum 
liquet, quonam modo calculum priraum aggredi liceat, vbi omnes orbitae dimen- 

»9 
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sioncs penitus adhuc incognitae sunt: hie vero problematis nostri cams longe gro^ 
vissimus atque difficillimus eat, vti iam ex problem ate analogo in thcoria eomcta- 
rum praesumi potest, quod quamdiu geomctras torscrit, quotquc tcntaminibus ir- 
ritis originem dedcrit satis constat. Vt problcma nostrum rerle. soluluui censeri 
possil, manifesto ronditionibtis sequentibus salisficri oportet, siquidem solutio ad 
instar norinae inde ab art. 119 exph'catae exhibetur: Pr 'uno quantitates *, y tali 
modo sunt cligendae, vt valores ipsarum approximates ex ipsa problematis natura 
pctere liceat, saltern, quamdiu corporis coelestis mollis htliorriitricus intra obser— 
vationes non nimis magnus est Sectindo autem requiritur, vl variationibtis exi- 
guis quantitation x,y variationes non nimis magnac in quantitat bus inde dcriuan- 
dis respondeant, no errorcs in illarum valoribus suppositis forte commissi impediant, 
quominus bos quoquc pro approxiinatis Iiabere liceat. Dcniquc tertio postulamua, 
Vt opera tiones, per quas a quanlitatibus *, y successiuo vsquo ad X, Y progre~ 
diendum est, non nimis prolixac euadant 

Hae condiliones criterium subministrabunt, secundum quod dc cuiusuis iws 
thodi praestantia iudirium ferri potent: adhuc cuidentius q 11 idem ea applicationibua 
frequentibus se manifestabit Metliodus ea, quam expouere iam acringimur, ct quae 
quodammodo tamquam pars grauissima lutius opens consideranda est, iilis condi- 
tionibns ita salisfacit, vt nihil amplius desiderandum relinquere vidcatur. Quam 
antequam in forma ad praxin eommodissima explicare aggrediamur, quasdani con- 
eiderationcs praclimiuares praemiltemuSj aditumque quasi ad illam, qui alias for- 
minusque obuius videri possit, illustrabuou* atque aperiemtu. 



i5i. 

In art. n4 ostensum est, si ratio inter quantitates illic atqne in art. 198 
per n, «', h denolatas cognita fuerit, corporis coelestis distantios a teira per for- 
mulas persiuiplices determinari posse. Quodsi itaque pro x, y assumerentur quo- 

ticntcs A", —r, pro his quanlitatibus in eo casu, vbi motus heliocenlricus inter 



6 (f 

obseruationcs hand ita magnus est , statim valores approximate -g- , -g- se oflerrent 

(accipu-ndo characteres 6, (f, ff in eadem signiiicatione vt in art. 128): bine ita- 
que solutio obuia problematis nostri demanare vidclur, si ex * et y distantiue duao 
a terr i cUciantur, ac deiti ad instar aliciiius ex quinque mctliodis artl. ia4-ia8 
procedatur. Reuera, acecptis quoque characteribas 7, tf in significationc art js8, 
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dcsignatoquc analogice per tj quoticnte orto cx diuisione scctoria inter duos radios 

.net/ n &• ,/ 

▼ectorcs conlenti per arcam tnancuh inter co^dem, exit — t—-j-< — , — ~ — -~r , — i- » 
1 n a i) n (f q 

patetque facile, si m, »', «" tamquam quanlitatcs paruae primi ordinis spectentur, 

esse gcneralitcr Joquendo if — i, f / — i, ,f — i quantitates secundi ordinis, adec— 

que volorcs ipsarum .r, y approximates -g-, -jf a vens diJTcrrc tantununodo quan- 

titatibua secundi ordinis. Niliiloiniuus re propius considcrata tncthodus haecco 
omnino inepta inueuitur, cuius phaenomeni ratioucm paucis cxplicabimus. Leui 
scilicet negotio perspicilur, quantitatt-m (0,1, a), per quant distantiae in formuii* 
g, io, 11 art. n4 multiplicatae sunt, ad minimum tertii ordinis fieri, contra e.g. 
in aequ. 9 quantitates (O. i.a), ((.1.9), (II. 1. a) primi ordiuis; liinc autcm facile 

..... .. " "* 

•cquitur, erroretn secundi ordinis in valonbus quanlitatum — ~~r commissum pro— 

ducere in valoribus distanliartim errorcm ordinis o. Quamobrcm , secundum vul- 
garcm loqueudi vsum, distantiae tunc quoquc en-ore fiuito aflcctac prodirent, quando 
tcmporuni interualla infinite parua sunt, adeotpie nequc lias distantias neque rcli- 
qnas quantitatcs indc deriuandas ne pro approximatis quidem habere licertt, me- 
thodusque conditioni sccundae art. pracc. aducrsarelur. 

i3a. 

Statuendo breiulatis gratia (o. 1. a) — a,(o. L a) If — — b, (o. O. a) Z>=— c, 

(p.U.a)D"= — d, ita vt aequatio 10 art n4 fiat a#=b+c. A + d.A-, eocffi- 

eientes c et d quidem crunt primi ordinis, facile vero oslcndi potest, diflcrentiam 
c — d ad secundum ordinem referendam esse. Hinc vero sequitur, valorem quan- 
cn •+■ dn 

titatis n . n » — supposition approximata n : n —6: ff prodeuntcm crrorc: miarti 

tantum ordinis affectum esse, quia adeo quinti tan turn , quotics obseruatio media 
ab extremis aequsJibus interualtis distat Fit enim isle error 

cd + d d" _£? + ^«* df fjd— c)^' — 
— 0+6" r t + n r ~~— «?+<f)(v*e+v<0 

ybi denominator secundi ordinis est, numeratorisque factor alter 00" (d — r) quarti, 
alter tf — » secundi, rel in casu isto speciali tertii ordinis. Exliibita itaque aequa- 

-ii • i_ i- t, cii + dn n + n" 

Uoue ma in Jiacce forma ao =0 + . — • , — , maiiilf.sltnn est, vitium 

«+/* n_ 
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methodi in nrt. praec. propositae non inde oriri, quod quantiUtea n,n"hisce 6, tt 
proportionaJes suppositae sunt, sed inde, quod insuper n'ipsi tf proportionalis sta- 



introHucitur, a quo verus — 1 + a — , \ cos y cos y COi j* quantitate ordini* ee- 
cundi discrepat (art 128). 

i33. 

Qutun cosicus anguloram f f f,f, perinde yt quantitatea 17, tf ab imitate 
differentia sccundi ordinis discrepent, patet,' si pro ~~p~ v«h>r approximate* 
66" 

1 + > ^ i introducatur, errorem quarti ordinis committi. Quodsi itaque loco 
aequationis art 11 4. haecce adhibetur 

in ynlorcm distantiae redundabit error sccundi 'ordinis, qnando ohseruationes 
extremae a media acquidistant , vel priini ordinis in casibus reliquis. Sed baecce 
noua aequationis illius forma ad deterintnalionem ipsius d' baud idonea est, 'quia 
quantilates adhuc incognitas r, r', r" inuoluit 

r r 

lam generabter loquendo quantitates -y , —y ab Tnitate differentia primi 

ordinis distant, ct. perinde etiam productum - y^ : in casn speciali saepius comme— 

morato facile perspicitur, hoc productum differentia sccundi ordinis tan turn ab vni- 
tate discrepare. Quin adeo quo ties orbita ellipsis parum ezcentrica est, ita vt ex- 

• 

centricilatem taxnquam quantitatem primi ordinis spectare liceat, differentia -pp ad 
ordinem vno gradu adhuc altiorem refcrri poterit Manifestum est itaque, errorem 

aer 

ilium ciusdem ordinis vt antea man ere, si in aequatione nostra pro 

0(f . . , 

■ 2 r '~ > ^ue nanciscitur formam sequent em 

„ . cd+der r eer . 

«<r = 6 + — ¥ — (i + y/r) 
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Continet quidem haec acquatio etiammim quantitatera incognitam i 1 , qiimn taraen 
ebminari posse patet, quoin tantummodo a 8' at quo quantitatibus cognitis pendeat 
Quodsi dcin acquatio rite ordinaretur, ad octauum gradum ascenderet 

i3i. 

Ei praecedentibus iom ratio percipietur, cur in melhodo nostra ;pro x, y 
rcsp. quantitates = P atque a — >^ r'^ — Q accepturi simus. Patet enim 

primo, «i P et Q tainquam cognitac speclentur, S' iude per aequationcin 

dclerminari posse > ac dein o et o" per aequationrs 4,6 art. 1 1 4 , quum habeatur 
n i / Q \ n P / Q \ o 

^ — ~r+P~\ 1+ ~a7 T )' 7 = 7|/r|'+17i'l' Secundo manifestum est, in 
hypothesi prima pro quantitatibus P, Q, qua rum valorcs exacte reri sunt 

* n_ rr ' 66 ' ... , • * 

T-y> rV w -co,/cosy'cos/ ' ,UUm obluos csse ralo^e, «rr™' ma,os — » 

0^, ex qua hypothesi in dcterminationcm ipsius S' et proin cliam ipsarum tf, «J", 
redundabunt errores primi ordinis, Tel secundi in casu speciali pluriu* commemo- 
rate Ccterum oliamsi his conclusionibus , generalitcr loquendo, tulissime fidcnduin 
sit, tanicn in casu quodam speciali vim suam pcrdcre possunt, scilicet quoties 
quantitas (o. i.a), quae in genere est ordiuis tertii, fortuito Ct=o, vel tarn parua, 
it ad altiorcm ordinem referri debeat. Hoc cucnit, quolics motus geocentricus in 
sphaera cocJcsli prope locum medium punctum inflcxionis sislit. Dengue upparet, 
Tt mclhodus nostra in vsum vocari possit, nccessario requiri, vt rnotu* hclio- 
ccntricus inter tres obseruationes non nitnis magnus sit: sed hacc rcstrictio, per 
problcmatis complicati&mni naturam, nullo modo cuitari potest, neque etiam pro 
iucommodo habenda est, quoniam semper in Totia crit, determinationem primam 
orbitae incognitac corporis eoelestis noui quam primum licet suscipcrc. Praeterea 
restrictio ilia sensu satis Iato accipi potest, vti exempla infra tradenda osteadent. 

i35. 

Disquisitioncs praeccdentes eum in finem allatae sunt, Tt principi'a, quibus 
methodus nostra innitilur, vcnisque eius quasi ncruiis eo clarius pcrspiciantur : tra- 
etatio ipsa autem mcthodum in forma prorsus diucrsa exhibebit, quam post appli- 
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cat ion es rrcqucnlissimas tamquam commodissimam inter plurcs alias a nobis tentataa 
commendarc possumus. Quum in dctcrmiuanda orbita incognita c tribus obsenia- 
lionibus totum negou'um semper ail aliquot piypothescs, aut potius approximatio- 
nos succcssiuos rcducalur, pro lucro eximio habendum crit , si calculum ita ador- 
narc successcrit, vt iam ab initio operationea quam plurimas, quae non a P et Q 
ted vnicc a corabinationo quantitatum cognitarUm pendcant, ab ipsis hypothesibus 
scparare liceat. Tunc manifesto has operationes pratliminares , singulis hypothesi- 
bus communes, semel tantum exsequi oportct, hypothrscsque ipsac ad operationcs 
quam paucissimas reducuntur. Pcrindc maximi momenti erit, si in singulis bypo- 
thesibus vsque ad ipsa clcmenta progrcdi haud opus fuerit, horumque computum 
vsque ad hypothesin postrcmam rescruare Uccat. Vfroque respectu mcthodus no- 
stra, quam cxponcre iam aggredimur, nihil desidcrandum relinquerc videtur. 

i36. 

Ante omula tres locos hclioceutricos tcrrae in spliaera coclcsti A, A\ A* 
(fig- *) cum tribus locis geocentrit-i* respondentibus corporis coelcstis B, Jf, 2? 
per circulos maximos iungere , atquo turn positionem lioriim circulorum maximorum 
respectu ccliplicae (siquidem ccb'pticam pro piano fundamental! adoptamus), turn 
situm punctoram B, B" y B" in ipsis computarc oportet Sint a, a , a Ires cor- 
poris coelcstis longitudiues geoccnlricae; /?, ff , /J* labtudines, /, t, I* longitudincs 
hebocenlricae tcrrae, cuius latitudincs statuimus =o (artt. 117, 79). Sint porro 
y ? y' J 7", circulorum maximorum ab A, A', A' rcsp. ad B, B" , B' ductoruin 
mebnationcs ad ecliplicam : quas inclinationcs , vl in ipsarum determiuatione norm am 
fixam scquamur, perpetuo respectu eius eclipticae partis uiensurabimus, quae a pun- 
ctis A, A\ A" secundum ordinem signorum sita est, ita vt ipsarum inagnitudo a o 
Tsquc ad 56o° numeretur, siuc quod eodem redit, in parte borcali a o vsque ad 
j8o°, in australi a o vsque ad — 180". Arcus AB, A'B', A'B", quos semper 
intra o et 180 0 stahiere licebit, designamus per 3 t 3', 3'. Iu pro detcrminatione 
ipsarum 7, 3 habemus formulas 
tang/? 

[.] tang y — , in(a _/) 

. tang to — t) 

[aj tang o cos y 

qnibus si placet ad calculi confirm ationem adiici poisunt sequcntcs: 
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sin S — " n ^ - , cos<y = cosj3cos(a — i) 
sin y 

Pro deterniinandis y , 8 , y" , <T, manifesto formulae prorsus analogae habentur. 
Quodsi simul fuerit /J = o, a — ^ = o rcl = 180% i. c. si corpus coclcstc simul 
in opposition vel coniunctione atquc in ecliplica fuerit, y ficret indetcrminata : at 
supponemus , liunc ca.su m in nulla' Ilium obscrualionum locum habere. 

Si loco eclipticae acqualor tamquani planum fuudamentulc adoptatum 'est, 
ad posilioneni trium circulorum maximorum respcclu aequatoris determiuandom 
praulcr inclinatioucs insupcr requirintur rcctasccnsioncs iutcrsectionum cum aequa- 
tore: nec non praeter distantios punctorum B, Ji' , B" ob his inlcrseclionibus ctiam 
distant ia* punctorum A, A y A ab iisdem computare oportcbit. Quae quum a 
probteinate in art. no tractate pendeaiH, formularum euolutioni hie non iinrao- 
rauiur. 

■ i 

i5 7 . 

Ncgotium secundum erit dctcrminatio situs relatiui illorutn trium circulo- 
rum maximorum inter se, qui pendebit a situ interscclioiium mutunrum et ab in- 
clinationibus. Quae si absque ambignitatc ad notioucs claras ac generates reduccro 
cupiinus, ita vt non opus sit pro singulis casibus diuersis ad figuras peculiares re- 
currere, quasdnm dilucidationes pracliminares pracmittcrc oportcbit. Primo scili- 
cet in quouis circulo maximo duae directiones oppositae aliquo modo distinguendae 
sunt, quod liet, dum alteram tamquam progrcssiuam seu positiuam, alteram tam- 
quam rctrogradam seu ncgn'iuam consideramus. Quod quum per sc prorsus arbi- 
trartum sit, vt nnrmam certain slabiliaimis , semper directiones ab A, A, A ver- 
sus B, B 1 , B" ct-u posiu'uas considorabimus ; ita e. g. si interscctio circuli primi 
cum sccundo per jdistantiam positiuam a ptincto A exhibetur, bacc capienda sub- 
inlclligctur ab A versus B (vt U in figure nostra); si vero negatiua essct, ipsam 
ab altera parte ipsius A sum ore oportcrcl. Secundo vero etiam duo hacmisphae- 
ria, in quae omuis circulus maximus sphacram integrant dirimit, denominationibua 
idoncis distiuguenda sunt: et quidem bemisphacrium auperius vocabimus, quod in 
stiperficie interior! sphaerae circulum maximum directione progressiua pcrmcanti ad 
dextram est, altcruni infi-rius. Plaga itaque superior analoga erit hemisphaerio 
boreali respectu eclipticae vol aequatoris, inferior australi. 

llis rite inhlleclis, ambits duonun circulorum maximorum intcrscctiones 
commode ab inuicem distinguere liccbit: in tna scilicet circulus primus e secundi 
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rcgionc inferior! in snpcriorem tendit, vcl quod idem est secnndus e print! rcgione 
euperiori iu inferiorcm; in altera interscrtionc opposita locum lxabent. Per »e qui- 
dem prorsus arbitrarium est, quasnam intersectiones in problemote nostro eligere 
relimus: sed vt hie quoque iuxta normam inuariabilcm procedamu*, eas *eniper 
adoptabimus, (D, D", If in fig. 4), vbi reap, circulu* ter'vmfB* in necxxaAiAB", 
tcrtius in primi AB, secundum in primi plagam superiorcm transit. Situ* harum in- 
tersection um determinabitur per ipsarum distantias a punctis A 1 et A" , A et A", 
A et A, qua» sinipliciter per AD, A 'D , AO , ATD , AD" , A 'D" designabimus. 
Quibus ila factis circulorum inclinationes mutuae ernnt anguli, qui reap, in his in— 
tcrsectionum punctis D, D" , D' inter circulorum se secantium partes cas continen- 
tur, quae in dircctionc progrcssiua iacent: has inclinationes, semper inter oeti8o* 
accipiendas, per e, e, e denotabimus. Dcterminatio harum nouem quantitation 
incognitarum e cognitis manifesto ab eodem problemate pendet, quod in art. 55 
tractauimus : habemus itaquc acqtiationcs scquentcs: 
1 51 sin i t si.i i (AD + AD) = sin T (f — 0 »i» i (/ + y) 
[4] sin i e cos \ {AD + sfD) = cos i (** — t) sin * 0"— /) 
[5] cos i e sin J (AD — A"D) = sin i (C — t) cos k (y + y) 
[f>] cos i e cos J (AD —AD) = cos i — 0 cos i (y — <f) 

Ex aeipiationibus 5 et 4 innoteseent ± (AD +A"D) et sin ie, e duabiw rehquis 
i(AD — AD) et cos,e; hinc AD, A"D et e. Arabiguitas determination! ar- 
cuum , (AD + A"D), \(AD — AD) per tangentes adhaerens conditione ea deci- 
detur, quod sin i f et cos if positiui cuadcre debent, consensusque inter sin x « et 
cos i c toti calculo conllrmando inscruict. 

Detertninatio quantitatum AD", AD", e , AD", AD', e" prorsus simili 
modo prrficietur, neque opus erit octo acquationcs ad liunc calculum adhibendas 
hue truttsscriberc, quippe quae ex aequ. 3 — G spdnte prodeunt, si 



AD 


AD 


e 


r—t 


m 

y 


cum AD' 


AD 


* 

e 


r—i 


• 

7 


vel cum AD" 


AD 


* 


i— i 


7 



resp. commutantur. 

Noua adhuc tolius calculi confirmatio deriuari potest e relatione mutua 
inter latera angulosque trianguli sphacrici inter puucU D, D" , D" fonnati, vnde 
demanaiit acquatiouos generalissinic verae, quamcunque silum haec puueta habeant: 
»in(AD , — ,tQ r ) sin (AD — AD") _ S m(AD — AD ) 

&int • sine' sine 
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I — sin(a*— /') 
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Dcniquc si loco eclipticae aeqnator tamquam planum fundamenUlo clcctus 
est, calculus rautationem non subit, nisi quod pro tcrrae locis hclioccntricis A, A', A" 
substituerc oportet ea aequatoris puncU, vbi a circulis AB , A'B", A'Ji' 
accipiendae sunt itaquc pro /, /* ascensiones rcctae barum intersex lionu 
non pro A'D distantia puncti D ab intersectione secunda etc. 

1 38. a 

Negotium tertium iam in eo consistit, vt duo loci geocentric! extremi cor- 
poris coelestis, i. e. puncta B, B", per circulum maximum iungantur, buiusque 
interscctio cum circulo maximo A B" determinetur. Sit B* haec intersectio, atque 
o" — <r eius distantia a puncto A', nec non a* eius longitudo, /}* latitude Habe- 
mus itaque, propterea quod B, B* t B" in codem circulo maximo iaccnt, aeque- 
satis notam 

0 = tang /? sin (a* — a *) — tan g /?* sin (o* — a) + tang /?* sin (a* — a) 
}, substituendo tang /sin (a* — /') pro tang/?*, sequent em ibnnam induit 

tang/jsin(a*— I') — Ung/T sin(a— /') } 

tang fl cos (a* — f) + tang / sin (o* — a) — tang /J" cos (a — / ') j 

Quare quum sit tang (o* —/') = cos/ tang (<)' — o) habebimus 

, . tan g^sin(a-r) — tang f sin (« — /') 

V) cos/(tang/0cos(a*— I') — tang /J" cos (a — i')) + sin /sin (a— a) 

1 line deriuantur formulae sequcntcs, ad calculnm numericum magis aeeom- 
modatae. Statuatur 

[7] tang/? sin (a* — /') — tang/3* sin (a — /') —S 
[8] tang/3 co5(a"— /')— tang/J*cos(a— I') = 7'sin< 
[ 9 ]sin(«-«)=7W 
(art. i4, II), eritque 

[.o]tang(^- ( r)=^ m ^ TfT 

Ambiguitas in determinalione arcus S'-—<r per tangentem inde oritur, quod circuit 
maximi A'B' t BB* in duabu* punctis se intersecant: nos pro B* semper adopta- 
bimus intersectionem puncto B 1 proximam , ita vt cr semper cadat inter li mites 
— 90° et +90 0 , vnde ambiguitas ilia tollitur. Plerumque tunc Talor arcus 9 (qui 
pendot a curuatura motus geoeentrici) quantitas satis modica erit, et quidem , 

SO 
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raliter loqucndo secundi ordiiiis, si temporuro interualla tamquam quantitates primi 
ordiiiis spr< lantur. 

Quacnani xnodiiicalioncs calculo applicandac sint, si pro ecliptiea acquator 
tamquam planum fundamcntale elcclum est, ex annotallone art pracc. sponle patebit. 

Cclerum manilestum est, situm puncti B* indcterminatum manerc, si cir- 
culi BB\ A' B' omiiino coincidcrent : hunc casum, vbi quatuor puncta A', B, B',B\ 
in codeta circulo maximo iacerent, a disquisitione nostra excludimus. Conuenict au— 
tern in cligendis obseruatiouibus cum quoque casum euilarc, vbi* situs horum qua- 
tuor punt tor urn a circulo maximo parum distat : tunc cnim situs puncti B*, qui in 
operationibus sequenubus magni momcnti est, per Icuissimos obseruatianum errores 
nimis afficeretur, ncc praccisionc ncccssaria dcterminari posset. — l'erinde pun- 
ctum B* indcterminatum manere patet, quo ties puncta B, B' in mum coincidunt *), 
in quo casu ipsius c'ircvAxBB' positio indeterminate fieret. Quamobrcm hunc quo- 
que casum excludemus, quemadmodum , per rationes praeccdentibus similes, tali- 
bus quoque obscruationibus abstinendum erit, vbi locus gcoceutricus primus el vl- 

* 

timus in puncta spbuerae *ibi proxima cadunt 

Sint in spbacra coclcsli C, C", C tria corporis coelestis lora hclioeenlrica, 
quao resp. in circulis inaximis AB, A'B", A" B", ct quidem inter A et B, A' ct 
B" , A" et B' sita erunt (art. Di, III): praetcrca puncta C, (', C* in eodem cir- 
culo maximo iacebunt, -puta in co, quern planum orbitae in sphaero coelesti pro- 
iicit. Dcsignabiinus per r, r', ;•" tres corporis coelestis distantias a Sole ; per q, q\ q" 
eiusdem distantias a terra; per R, R", li" terrae distaniias a Sole. Porro statni- 
mus arcus C'C, CC', CC resp. —sf, ay", vf , atque rVsin zf — «, rrsinvf' 
= //, r/ sin af-n. Habemus itaquc/rrZ+y*, AC+CB=S, A' C + 6" B' - S', 
A"C + C'B" =S% nee non 

sin 3 sin AC sin CB 

r ~~ q ~ R 
sin siu^'C" sin Cii* 

~T = q' = ~k 
sin<T iinA'C gin C'B' 
~ i ~= q = R" 

•) Smc ctinm ijuotin iibi nnposil* «unt, %vA Ak hue cajii non loqninmr, quuui mrthodus Mo- 
nti « ad obacruationci Untnm uitcruaJlunj complcrtciito non sit extendi nda. 
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Hinc patet, simalac situs punctorum C, C, C innotnerit, quantities r, / t r 
q, <f\ q" determinabiles fore. Iam ostendcmus, quomodo ille e quantitatibus — ^~ 
= P, a(^jp- i^r'=<? elici powit, a quibus methodum nostram 



140. 



Primo obseruaimis , si A" fuerit punctum quodcnnque circidi raaximi CCC", 
distantiaoque punctorum C, C\ C* a puncto A 1 secundum directionem eandera nu- 
merentur, quae tendit a C ad C", ita vt generaliter fiat 

AC — AC =3/, AC— KC=af, KC—NC = af, haberi aequaUonem 

o = sin 2/*sin A T C — tinaf" sin AC + sin af sin AC* "(I) 

Iam supponemus, A* accipi in intersectione circulorum maxitnorum BB*B , y CCC", 
quasi in nodo asccndcntc prioris supra posteriorem. Designcmus per £, G', <T, 
3), tf, 25* rcsp. distantias punctorum C, C, C, D, ZX, Z) a circulo maximo 
BB*B", ab alterutra ip&ius parte positiue, ab altera opposita negatiuc arceptas. 
Hinc manifesto sin<£, sin€', sin 2" resp. proportionales erunt ipsis sin AC, sin AC, 
sin AC, vnde aequatio (I) sequentem induit formam 

o = sin a/sin <E — sin af sin <T + sin a/ - sin <E* 

■iue multiplicando per rrV 

o r= nr sin £ — rir sin C + n'r" sin <T ( FI ). 

Porro patet, esse sin 6 ad sint>', vt sinum distance puncti C a B ad distantiam 
puncti D" a B, vtraque distautia secundum eandem directionem mensurata. Ha- 
betur itaque 

. _ sin XI sin CB 
— un£ = - 



prorsusque simili modo cruitur 
. sin si n CB 

. -,_ sin P sin C B* tint? sin CB* 

~ {sin AD— <T+<r) ^ *in(A'D m — d'+c) 

sinlDsinCfl* sin©'sinC'J5* 



— sind': 



sin (.<*'£> — <T) ~ »m{A'0 — S") 



r mn i 

:n. — 

.r sin i 
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Diuidcndo ilaquc aequationem (H) per r" sin(T, prodit 

aCB 6111(4*0— S°) , r' sin C B* sin (A'D — S') . 

aHT' soiiAlf^T) "* rainC'B" ' sin{A'D — <f+«r) + n 

QuocLi liic arcum C B' per z dcsiguamus, pro r, r, r valor?.* suos ex art praee. 

substituimiu , breuitatisque caussa ponimus 

R miS«n(A" D'—S') 

I 1 'J A" sin (T sin (A& -^h) ~° 

^sin J 'iin(/J- J') 

L ,a J A* sin <T sin (.-./'£>— <f+ff) ~ 6 • 

acquatio nostra ita se habebit 

, sin( g— tr) , . , 
o = an — bn. r« (Ill) 

Coi'llicicnlem b ctiam per formulam sequenlem computarc licet, quae ci aequatio- 

nibus mudo allatis facile deducitur: 

r , Jf sind' sin (AD"— S) 

£"} fl>< R»mJ*m(A'l?-STZT = b 

Calculi confirmandi caussa baud inutile erit, vtraqne formula 13 ct i3 vti. Quo- 
ties sin {A' Of— <J'+ff) maior est qnam sin (A'D — <T+o~), formula posterior a ta- 
bularuni erroribus ineuitabilibus minus afticictur, quam prior, adeoque huic prae- 
ferenda erit, si forte paruula discrepantia illinc cxpltcanda in raloribus ipsius b se 
prodiderit; contra formulae priori magis fidendum erit, quoties %m(A' D" — S'+a) 
minor est quam sin {A'D — S'+a): si magis placet, medium idonenm inter amboa 
ralores adoptabitur. 

Calculo examinando sequentes quoque formulae inseruire possunt, quarura 
tamen deriuationem non ita difficilcm breuitatis caussa supprimimus: 

osin(r — 0 osin(f — /) tiniS 1 — a) sin(/'— I) 

°= * x iuIT— + 7? — 

Jtsinf U cos /? cos p 
b= ifsincJ- •'lfo(AD'-J)sine' 

vbi ITcxprimit quotients = + $ ,38, ae ^ ,0 >- 

i4i. 

n' 

ExP=— , atque aequatione III. art praec sequitur (« + m") 

, ain(r — <r) . . _ / n+n \ „ 
— bn aipx — ; banc vera et ex Q =2 I — - 1 I r * atque 
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, It sin <J* 
r = — -v— — ehcitur 

Mil Z 

Qsinz* P+i 

Qsinz 4 / P+i \ 

.Cin'tf?" = ^ /> + « — cos *) sin (* — ») — si" * «» (s — <r) . 
Sialucndo itaquc breuitatis caussa 

»sin<jhsin,r =c 

angulum auxiliarem o> talcm vt fial 
sin a 



tango = 



6 -cos* 



proilit acquatio (IV) 

c Q sin & sin £* = sin (s — <y — -a) 

cx qua incognitam z cruere oportcbit. Vt angulus a commodius compulctur, for- 
nrnlam praecedentem pro tang a ita exhibere conueniet 
(JP + a) tan g < r 



Quamobrem 
ft 

■ — — a 

COSff 

[»5] 1 = <* 



cos (j- 



[l6] = , 



COSC 

habebimus ad detenninandom o formulam simplicissimam 

e(P + a) 
tan « 6> = P + d" 

Computum quantitatum a, b, c, d, e per formulas 11 »»i6, a solis qnanlilatibus 
datis pendentem, tamquam negotium 'quarhim consideramos. Quantitates b, c t e 
ipsae non erunt necessariae, verum soli ipsarum logariUuni. 



Cctcrnra datur casus specialis, vbi haec praeccpta aliqna mutatione indigent. 

BBT cam jfB' coiacidit, adcoque puncta B, B* 
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resp. crnn D' , D, quantitates a, b valorcs infinites nandsccrrtitur. Statuendo in 
hoc casu 
R sin S sin {A D* — + <r) 
.tf sin J' sin (✓///—- tj) —/r 

habebimus loco aequationi* III hanccc : o = « n " 8 '"fag ^ '» vnde *» ticnJ<> 

tr sin <r . 

lang os „ , , -r-, cadem acquaUo IV elicitur. 

* " + (• — jtcos<t) 1 

Perimle fa casu speciaJi, vbi <r = o, fit c infiniu alquco> = o, vndc factor 
csinw in acquatione IV indcterminatus esse vidctur: nihilominus rcucra determi- 
nate est, ipsiusque valor = a J? * ,m t\b— 1) {P + d) ' Vti leui * altentio dofe ~ 

. . a(6— i)(P + rf) 
bit. In hoc itaquc casu fit »in x = K sin <F V ©(''"■HO * 

i4a. 

Aeqoatio IV, quae caoluta ad ordincm octauum ascenderet, in forma sua 
non mutata expeditissimc tentando soluilur. Cctcrum e theoria aequalionum facile 
ostendi potest , (quod tainen fusius cuoluerc brcuitatis caussa hie supersedemus) , hanc 
aequatioiicm vel duas vel quatnor solutiones per valorcs reales admittere. In casu 
priori valor alter ipsius sins positiuus erit, altcrum negatiuum rciiccre oportcbil, 
quia per problcmatis naluram r ncgatiuus euadcre nequit In casu posteriori inter 
valorcs ipsius sin z vel vnus positiuus erit , tresque reliqui negatiui — vbi igitur 
baud auibiguum erit, queranara adopt arc oporteat — vel tres positiui cum vno nc- 
gatiuo; in hoc casu e valoribus positiius ii quoquc si qui adsunt rtiici d<bent, vbi 
c maior cuadit quam <J\ quoniam per aliam problcmatis conditiouein es»L-ntialcm (/ 
adeoquc ctiain sin (<J* — z) quanlitas positiua esse debet. 

Quolics obseruationes nicdiocribus tcniporum interuallis ab inuiccm distant, 
plerumque casus postrennis locum habebit, vt trcs valorcs positiui ipsius sin s ac- 
quationi satisfaciaut. Inter has soluliooes practcr vcram rcperiri sole* aliqua, vbi 
z parum dilTert a <J", modo execssu, modo defectu': hoc phaenomcnon sequenti 
modo explicandum est Problematic nostri tractatio analytica ci soli conditioni su- 
perstmcta est, quod trcs corporis coclestia in spatio loci iacere debent in recti's) 
quarum situs per locum absolutum terrae positionemque obsematam detenainatur. 
lam per ipsius rei naturam loci illi iacere quidem debent in Us rectarum partibus, 



Digitized by Google 



DETERMINATE ORBITAB E TRIBVS OB8BRVATIONIBVS COMPLETI3. 100 

vnde lumen ad tcrram descendit: sed aequa'iones analyticac hnnc rcstrictioncm non 
agnoscunt, omniaque locorum systcmata, qui quidcra cum Kcplcri legibus conscn- 
tiiuit, perindc complect! debent, siue ab hac terrae parte in iilis rectis iaccant, 
siuc ab ilia, siuc denique cum ipsa terra coincidant. lam hie vltimus casus vtique 
prublemati nostra satisfaciet, quum terra ipsa ad illartitn legum moueatur. 

Mine patet, aoquatioties comprehenderc deberc solalionem, in qua puncta, C, C, 
C cum puncfis A, A , A" coincidant (qualcnus variationcs tninutissimas lot-is ter- 
rae clliplicis a pcrlurbationibus ct parollaxi inductas ncgligimus): acquotio itaquc IV 
semper admitlerc deberet solutioncm z — <T, si pro P ct Q valores veri locis ter- 
rae respondentes accipeientur. Quatcnus autcin illis quantitatibus valores tribuun- 
tur ab his non multum .discrepanlcs (quod semper supponcrc licet, quoties tempo- 
rum iuterualla modica sunt), inter solutioiies aequationis IV nccessario aliqua repe- 
riri debet, quae proximc ad valorem r — accrdif. 

Plerumquo quidem in eo casu, vbi aequatio IV tres solutiones per valores 
positiuos ipsius sin r admittit, tcrtia cx his (praetor voram camquc dc qua modo 
dixiinus) valorem ipsius z maiorcm quam 8 si.stct , adcoquc atialytice tan dim pos- 
sibles, physice vero impossibilis rrit: tunc itaque quamnam adoptare oporleat am- 
biguum esse nequit. Altamcn contingerc vtique potest, vt aequatio ilia duos solu- 
tiones idoneas diuersas admittat, adcoquo prublemati nostro per duas orbitas pror- 
sus diucrsns satisfacere liceat. Ceterum in tali cdsu orbita vera a falsa facile <li— 
gnoscelur, quauiprimum obseruationes alias magis remotas ad examcn rcuocare 
lic-uerit 

1 io. 

Simnlac angulus r erntus est, statim hobetur / per aequalionem 

J? sin 3' n" 
r — — — . Porro ex aequationibus 7* = — atque IV clicimus 

n'r _ [P A-^JfsmS' 
n fcsin(s — <x) 

n'r' j_ n'r' 
" «* _ P- n 

lam vt formulas, secundum quas situs punctorum C, C c situ puncti C 
dcterminandus est, tali modo tractemus, vt ipsarum Veritas generalis pro iis quo- 
que casibus, quos figura i non monstral, statim cluceat, obscruamus, siuum di- 
stantiac puncti C a circulo inaximo LB (positiue sumtae in regione supcriori, ne- 
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gatiue in inferior!) aequalem fieri producto ex sine" in sinum distantiac pnncti C' 
a D' secundum directionem progreMiuain mensuratae, adcoque =. — sin e sin CD' = 
— sin/siufs+^'D" — $); perindc fit sinus dislantiae puncti t* ab codem circulo 
maximo = — sin e'aaC" D'. Manifesto autem iidem sinus sunt yt aiu CC' ad sinCC", 

muc vl —^r ad rr „ , siue vt nr ad nr. Stalucudo itaquc CD'—?, habeiuus 

, r .. . y. n'r" sing* . . >n , s , 

V. r sin t — — — .— : — 7- ain(z+yl IJ — 6 ) 

Prorsus simili modo stalucudo CD" = $ eruitnr 

VI. r«i.r = -^.-^r«»( £ +^'/>-«J') 

* 

.sin £ 

VH. r sin (£+ AIX—AD 1 ) = r'P. -— £ .- sin(£"+^\D— ^Tr) 

Combinando aequationea V et VI cum sequcntibus ex art i3g trausscriptis 

VIII. r*m(?-sriy + S') = X*mS' 

IX. rsintf— AIX+S) = It tin 3 

quantitatcs £, r, r* ad nonnam art. 78 inde deriuabontur. Qui calculus quo 
commodius absoluatur, formulas ipsas hue attulisse baud ingratum erit. Statuator 
_ , -Ksino* 

It" s\r\<§" n 

I 17 ' sm^rjy—s") - x 

r 1 ™s(y/Jf— S) 
t'9l = 2 

, , c 0i {A'jy-S') ,. 
M — *W =* 

Computus harum quantitatum , aut potius logarithmorum carum, a P et Q etiam- 
itidepemlcns, tamquaui negotitun quint urn et vltimum in operationibua quasi 
spectandum est, commodeque statim cum computo ipsarum a, b 



siuc cum aegotio quarto absoluitur, vbi fit «=-4-. — Faciendo dein 
«V sin* 

—•-^r> m W>-*)=p 

* f m 

nr sine 
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»(ip—l)=q 

eliciemus £ et r ex r sinf =p, rcos£=q, atque £' el r* ex r* «nf*=p*, r'co$?=q'. 
Ambiguitas in detcrminandis J et £" hie adesse nequit, quia r et r" necessario eua- 
dcrc debent quantitates poatiuae. Calculus perfectus per acqualionem VII si lubet 
coaurinari potent. 

Sunt tamen duo casus, vbi aliam znethodum sequi oportet. Quoties scilicet 
punctum & cum B vel coincidit vel ipsi in sphaera oppositum est, siue quoties ALf — 3 
— o vel =ri8o°, aequationcs VI ct IX necessario identicae esse debent, fierctque 
x=0O, Xp — 1=0, adeoque q indeterminata. In hoc casu £" et r* quidem eo quo 
docuimus modo determinabuntur , .dein vero f ct r e combinatione aequationis VII 
cum V vel IX elicere oportebiL Formulas ipsas ex art 78 desumendas hue trans- 
scribere supcrsedemus; obseruatnus tan turn modo , quod in eo quoque casu, vbi est 
AO — 3 non quidem =0 neque =180°, attamen arcus valde partiiu, eandem 
xnetliodum sequi pracstat, quoniam tunc metfaodus prior praccisionrin necessariant 
non admitleret Et quidem adoptabitur combinatio aequationis VII nun V Tel cum 
IX, prout un{AD'—AJy) maior vel minor est quam singly— <J). 

Perinde in casu, vbi punctual U*, Tel ipsi oppositum, cum J5* vel coincidit 
Tel parum ab codem distat, detcrminatio ipsarum £*, r" per methodnm praeceden- 
tem vel impossibilis vel parum tuta foret Tunc itaque J et r quidem per illam 
metliodum determinabuntur, dein vero £* et r" e combinatione aequationis VII vel 
cum VI vel cum IX, prout tm(A'D-A"iy) maior vel minor est quam dn(A'£/-3') 
Ceterum haud metuendum est, ne aimul If cum punctis B, B' vel cum pnnctis 
oppositis coincidat, vel parum ab ipsis distet: casum enim eum, vbi B cum B" 
coincidit, vel perparum ab eo distat, iam supra art i58 a disquisitiono nostra ex- 
clusimus. 

i44. 

Arcubus f, £* iuuentis, punctorum C, C positio data erit, poteritque di- 
stantia CC — if 1 ex f, J* et e delerminari. Sint u, u inclinationcs circulorum 
maximorum AR, A"B" ad circulum maximum CC* (quae in fig ira 4 rcsp. emit 
anguli CC/X et 180" — CC£f), habebimusque aequationes sequcntc*, aequatioui- 
bus 3 — 6 art. 107 prorsus aualogas: 

91 
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sin /'sin { (u +«) = slnif sin i (f + J") 

sin/' cos i («" + u) = cosi « sin i ( f — r ) 

cos J ' sin 4 («" — «) = sin i e cos 

cosy'cos}(M* — «) = co«t < cos i (f — {") 
Duae priores dabunt {(«*-fu)ct sin/', duae posteriores — u) et cos/*; ex 
sin/' et cos/* habebitur/'. Angulos i(u' + ?/)et »(«" — «), qui in ultima de- 
mum hypotbesi ad determinandum situm plani orbitae adhibebuntur, in hypothcsi- 
bus primis ncgligere licebit 

Prorsus simili modo / ex e, CD et CD, ncc non / ci CD" CD* 
deriuari possent: sed multo commodius ad liuuc fiaem formulae sequeules adiiibcntur. 

aina^rsina/ . -£y- 

tmsf — r'uanf.—^-p- 

n n* 

rbi Iogarithmi quanb'tatum • n > — , w y iani e calculi* praecedenlibus adsunt. To- 

tns denique calculus conGrmationem nouam inde nanciscetur, quod fieri debet 3/-f 9/* 

= af: si qua forte differentia prodcat, nullius certe momenti esse potent, siquidem 

omnes operationes quam accuralissimu pcractae Aurint. Interdum tanien, calculo 

vbique scptem figuris dccimalibus snbducto , ad aliquot minuti secundi paries dcci- 

mas assurgcrc poterit, quam si operac pretium vidcliur farilliuio ncgotio inter 9/ 

if ita dispertiemur, vt Iogarithmi sinuum aequaliter vel augeantur vel diminuantur, 

. . rsina/" n , , 

quo pacto aequauom p = / gin g J ~ = omm quam tabulae permiUunt pracci- 

sione satisfactum erit. Quoties / et f parum duTerunt, duTerentiam illam inter 2/ 
et 3/* aequaliter distribuisse sufliciet 

1 15. 

Postquam hoc modo corporis coelestis posilioncs in orbita determinatae sunt, 
duplex elemcntorum calculus turn e combinatione loci secundi cum tertio, turn e 
coin bina tione priini cum sccundo, vna cum temporum intcruaUis resj>ondentibus , in- 
dioabitur. Antequam vero bacc opcratio suscipialur, ipsa temporum intcrualla qua- - 
dam correctione opus habent, siquidem constitutura fuerit, secundum metbodum 
tertuun art 118. aberrationis rationem habere. In hocce scihcet casu pro tempori- 
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bus veris ficla substitucnda aant, fllis reap. 4n5p, 4Q3p', 4a3p" minutis 
teriora. Pro computandis distantiis p, p', p' habemus formulas 

^ «in(J — sfiy+S) sin<J 
#sin(J'— «) _ r'»in(J '— *) 
sin £ 



si obscruationes ob initio statira per methodum primam vel 
dam art 118 ab aberrations purgatac fuissent, bicre calculus oniiKcadus, neque 
adeo nccesaarium foret, valores distantiaruin p, p', p" eruerc, niai forte ad confir- 
mandum, an ii, quibus calculus aberralionum superslructu* oral, satis exacti fue- 
rint Denique sponte patet, totum istum caJculum tunc quoque suj 
esse, quaudo abcrrationem omnino negb'gere placuexit. 



146. 

Calculus clemcntorum , bine exr, r" , a/ atque temporis intern alio correct© 
inter obseruationem secundam ct tertiam, cuius productum in qnantitatem it (art. 1) 
per 6 denotamus, illinc ex r,r, if atque temporis interuallo inter obserualionem 
primam et secundam, cuius productum per t esto = tf", secundum mctbodum in 
art t. 88 — io5 expositam tantummodo rsqne ad quantitatcm iUic per y deootatam 
producendus est, cuius valorem in combinatione priori per 7, in posteriori per if 
donotabimus. Fiat deindo 

6 if ' rr ipf ' cos f cos J* cos f" " 

patetque, si valores quantitatum P, Q, quibus totus huensque calculus superslru- 
ctus erat, ipsi veri fuerint, euadere debere P 1 = P , Q=.Q. Vice versa facile 
pcrspicitur, si prodeat P = P , Q — Q, duplicem elementorum calcuhim, si vtrim- 
que ad fincm perducatur, nutneros prorsus aequale* suppeditaturum esse, per quos 
itaque omnes tres obseruationes cxaclc ropracscntabuntur, adeoque problemoti ex 
asse satisGct. Quoties autem non fit P= P, @=Q, accipientur P f — P, (/ — Q 
pro X et Y, siquidein P et Q pro x et y acceptae fuerint: adhuc niagts comnio- 
dum erit statueve logP = x, \ogQzsy, log f — logP=:.Y, logQ' — IogQ= K 
Dein calculus cum aliis valoribus ipsarum x, y repetendus erit 
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i4 7 . 

Propric quidem etiam hie, sicuti in decern methodi* supra traditis, arbitra- 
rium cssct , quosnam valores nouos pro * et y in hypothesi secunda sapponamus, 
si modo conditionibus generalibus supra explicates non aduersentur: attamen quum 
manifesto pro Incro magno habendum sit, si statim a valoribus magis exactis pro— 
ficisci liccat, in methodo baccc porum prudenter ageres, si valores seeundos teme- 
re quasi adoptares, quum ex ipsa red natura facile pcrspiciatur, si valores primi 
ipsarum P, Q leuibus erroribus affecti fuerint, ipsas P", Qf valores multo exactio- 
res exhibituras esse, siquidem motus heliocentricus - fuerit mo'dicus. Quamobrem 
semper ipsas P t Qf v pro valoribus sccundis ipsarum P, Q adoplabimus , siue log P", 
kg Q" pro valoribus sccundis ipsarum x, y si logP, logQ primos designate «up- 
positl ant 

lam in hao hypothesi secunda, vbi omnes operstiones pracliminares per 
formulas 1 — ao exhibiUe inuariatae retinendae sunt, calculus prorsus simiK modo 

n it r 

repetetur. Primo scilicet detenninabitur angulus o; dein x, /,— — , •• f „ ■ , f, 

'"»£"»'"">/'»/»/"• E differentia plus minusue considcrabili inter valores nouos 
harum quantitatum atque primos facile acslimabitur, vtrum opcrae pretiura sit , nec- 
nc, correctionem quoque temporum propter aberralionem denuo computare: in casu 
posteriori temporum interualla, adeoqae etiam quantitates 6 et 0* eacdem mane- 
bunt vt ante. Denique ex f, ;', r"; /", r, / temporunniuc intcruallis eruentur 
n, if" atque hinc' valores noui ipsarum P", Q? , qui plerumque ab iis, quos hypo- 
thesis prima suppeditaucrat , mullo minus different, quam hi ipsi a valoribus pri- 
mi s ipsarum P , Q. Valores s?cundi ipsarum X, Y itaque multo minorcs erunf, 
quam primi, valoresque sccitndi ipsarum P', Q' tamquam valores tertii ipsarum P t 
Q adoptabuntur, et cum his calculus denuo repetclur. Hoc igitur modo sicuti 
ex hypothesi secunda numeri exaction* resultauerant, quam ex prima, ita e tertia 
iterum cxactiorcs resultabunt, quam e secunda, possenlque valores tertii ipsarum 
P", Q" tamquam quarti ipsarum P, Q adoptari, atque sic calculus toties rcpeti, 
vsque dum ad liypothesin perucniatur, in qua X et Y pro euanescentibus habere 
liceret: sed quoties hypothesis tertia nondum sufliciens videatur, valores ipsarum P, 
Q in hypothesi quarta adoptandos secundum methodiun in artt. 120 111 explica- 
tam e tribus primis deduccre praestabit, quo pacto approximatio eclerior obtincbi- 
tur, raroque opus erit, ad hypothesin quintam progredi. 
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i48. 

Quoties elements e tribus obseruationibus deriuanda adhuc penitus incognita 
aunt (cni casui methodus nostra imprimis accommodata est), in hypothec prima 

vt iam monuimus pro PetQ Talores approximati et dtf accipienlur, yW 6 et 

ff aliquantisper ex intcrualiis tcmporum non correctis derinandao sunt. Quorum 
ratioue ad interualla correcta per fi: 1 et ft: i resp. express* , habebimus in hy- 
potlicsi prima 

X= log/t — logtt' + logn — log?' 

Y = log ft. + log ft — log tf — log >/ + Comp. log cos / + Comp. log co*y 

+ Comp. log cos/' + a log r — log r — log r" 
Logarithm! quantitatum /t, /** rcspectu partium rcL'qnarum miHius sunt momcnti; 
log >/ ct log 9" , qui arnbo sunt positini, in X aliquatenus se inuicem destruunt, prae- 
scrtim quoties temporum interualla frre acqunlia sunt, vnde X valorem exignum 
modo positiuum modo negaliuum obtinet; contra in Fe partibus nogaliuis logo et 
log if compcnsatio quidcm aliqua partium positiuarum Comp. log cos f, Comp. log 
cosy', Comp. log cosy - oritur, sed minus perfecla, plerumque enim hac illas no- 

rV 

tabiliter auperant Dc aigno ipsius log rf . in genere nihil determinare licet. 

Iam quoties motus hcliocentricus inter obseruationes modicus est, raro opus 
erit, Tsque ad hypothcsin quartam progredi: plerumque tertia, saepius iam sccunda 
praccisionem sufllcienlem praestabit , quin adco intcrdum mimcrit ex ipsa hypothesi 
prima rcsultantibus acquiescere licebit Iutiabit semper, ad maiorem minoremnc 
praccisionis gradum, qua nWruationes gaudent, respicere: iiigratum enim foret 
opus, in calculo praccisionem affectare centies milliesue maiorem ea quam obser- 
uationes permittont In his yero rebus judicium per excrcitationem frequeutem 
practicam melius quam per praeccpta acuitur, pcritique facile acquirent facultatem 
quondam, vbi consUtcro conueniat rectc diiudicandi. 

In rltima demum hypothesi elemcnta ipsa calculabuntur, vel cx f, r , r\ 
Tel ex r, r , pcrducendo scilicet ad fin em calculum alterntrum, quern in hy- 
potliesibus antecedent i bus tantummodo vsque ad tf vel tf. prosequi oportucrat : si 
vtrumquc pcrficere placuerit, harmonia numcrorutn resultantium nouam tolins la- 
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bom confirmationem sttppcdilabit. Attamen praestat, qnam primum f, f , f cru- 
tne aunt, clementa c sola combinatione loci prinii cum tertio deriuarc, puta ex 
r, r alquc tcmporb inteniallo, tandcmque ad maiorem calculi ccrtitudinem lo- 
cum medium in orbita secuudum clementa inuenta dclcrminarr. 

Hoc itaque inodo scclionis conicao dimensiones innotescent, pitla cxecnlri- 
citas, scrotaxis inoior siuo scmiparameter, positio perihelii respeclu locorum helio- 
ccutricorum C, (', (*, inotus mcdius, atquc anonialia media pro epocha arbilraria, 
■iquidem orbita elliplica eat, vol tempus transitu* per peribebum, si orbita fit by- 
perboliea vel parabolioa . Supercst itaque taulummodo, >t positio locorum hclio- 
rentricorum in orbita respectu nodi ascendenlis, positio huitis nodi rcspectu puneti 
aequinortialis, atque inclinutio orbitae ad eclipticam (vel aequatorem) dctermincntur. 
Haec omnia per solulionein vnius trianguli spliaerici efficcrc HccL Sit SI loiigitudo 
nodi ascendenlis ; i indinatio orbitae; g ct g" argumenta latitudinis in obscm alio tie 
prima ct tertia; denique / — £} = A, t — & = /t*. Exprimcnte iam in fig. quarta 
ft nod urn ascendentem, trianguli ft^/C'lalcra erunt AD' — £, g, A, angulique his 
rcsp. oppoiili t, 180" — y, «. Habebinuis itaquo 
sin i i sin i (g + A) = sin * {AO — £) sin ± (y + «) 
sin i 1 cos i (g + h) = cos i (A& — f) sin i (y — «) 
cos I i sin i (g — A) = sin i {/ID* — {) cos \ (y + u) 
cos i i cos I (g — A) = cos i (y/iy — f) cos 1 (y — u) 

Duae priraie aequationes dabunt i(ff + A) et sin f i, dnae reliqnae i (g — A) et 
cosi»; ex £ innotescct siUis pcriheb'i resperta nodi .ascendenus, ex A situs nodi 
in ecliptica; denique innotcscet i, sinu ct cosinu se mnluo ronfinuaiilibus. Ad 
eundem scipum peruenire possumus aditunento trianguli ft^/"C", vbi litntiuntuodo 
in formulis praeccdentibus rbaractcres g, A, A, J, y, « in g' , li t A , £*, y", u 
mutare oportet Vt toti Jabori adhuc alia connrmatio concilietur, baud nb» re erit, 
calculum vtroque modo perficere: vnde si quae leuiusculue differentiae inter valo.- 
res ipsius 1, ft atque longitudinis perihelii in orbita prodeunt, valores iitc<lios adc— 
ptare conueniet Raro tainen hae differentiae ad o'l yel 0*9 ascendent, siquidem 
omnes calculi septem figuris decimab'bus accurate elaborali fuerant 

Celmtm quotie* loco eclipticae aequator tamquam planum fundamrntale 
adoptnlum rst, nulla bine in calculo differentia orietur, nisi quod loco punctarum 
A, A" intcrscctiones aequatoris cum circuits maximis Ali, A "li" accipiendae sunt. 
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l5o. 

Progrcdiraur Jam ad illustrationem huius method! per aliquot exempla co- 
piose cvplicandn, quae simul euidentissime ostendent, quam late pateat, et quam 
commode et expedite semper ad fin em exoptatum perducat *). > 

ivxemplum prirnum plancta nouns Iuno nobis suppedifabit, ad quem finem 
obscrualiones sequenlcs Grcnonici facta* et a cel. Maskelyne nobiscum communica- 
tas cligiinus. 



Tcinp. uicd. Grcnor. 


Ascent, recta app. 


Decl. aualr. app. 


180* Oct. 5. 10* 5i' 6* 
17 9 58 10 
37 9 16 4i 


55 7 ° 10' a a* 55 
355 43 45, So 
555 11 10, 95 


6° 4o* 8* 
8 47 a5 
10 2 28 



E tabnlis Solaribus pro iisdem temporibns inuenitur 





lonyil. Soils ab ac- 
quiii. appar. 


nutatio 


distant id a 
terra 


Jatitudv 
Solii 


obliqtiitas appar. 
cclipticac 


Oct 5 

17 
37 




19a 0 38' 55" 73 
ao i so 31, 54 
ai4 16 5a, ai 


+ i5'43 
+ 15/5. 
+ 15, 60 


0,9988859 
0,9953968 
0,9938540 


— 0*49 

+ <>,79 

— 0, i5 


35° 37' 69* 48 
59,36 
59,06 



Calculum ita adstrucinus, ae si orbita adhuc penitus incognita csset : quam- 
obrem loca Iunonis a parallaxi liberarc non licebh, sed banc ad loca terrae trans- 
ferre opoitcbir. Priino itaque ipsa loca obseruata ab aequatore ad ccliplicam redu- 
cimus, adliibita obliquitate apparent e, vnde prodit: 





Longil. appar. 


Latit. appar. 


Oct 5 

■7 

37 


354" 44' 5 V 97 
553 54 44, 5 1 
55 1 34 5 1,57 


— 4\S 9 '5i'5« 

— 6 ai 56, a5 

— 7 17 53,70 



*) Male loqunntur, qui metliodwn aliquam alia magi* miniuue txavlam pronunciant. Ea eniin 
aola mrtliodui problems »<>lui«c ceiueri polcit, per quam qucmuis praeviuonu gradual attingero 
■atlcm in polcttatr rit. Quamobrcm mcthodn* alia alii co tantunt nomine palmjin pracripit, quod 
tumlem prarrfxiouii gradttm per aliam cclcriua mifloriquo labor c, per aliam lanlius grauiorique 
oj>era aueijiti licet. 
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Cum hoc calculo staiim iungimus determinalioncm Iongitudini* et latitudinia 
ipsius xenith loci obseruationis in tribus obseruationibus : rectascensio quidem cum 
rectascensionc Iunonis couuenit (quod obscruationcs in ipso mcridiano aunt factac), 
declinatio autem aequalis est altitudini poli = 5i°98'5 9 *. Ita obtinemus 





Long. ij>»iu* icnith 


Iatiludo 


Oct 5 
>7 

37 


s4' 29' 
»5 a5 

35 1 


4t»° 55' 
47 s4 
4 7 36 



lam ad normam pracccptorum in art 79 traditorum determinabuntur terrae loci 
ficli in ipso piano eclipticae, in quibus corpus coelcste perinde apparuisset, atque 
in locis vcris obseruolionura. Hoc modo prodit, statuendo parallaxin Solis me* 
diam =8*6 





Rniltclio Inngil. 


Rcductio di»t»aLiae 


Rcduciio temporia 


Oct 5 

»7 
37 


• — 39" 39 

— 97, 91 

— 35, 8a 


+ 0,0005856 
■ + 0,0003399 
+ o,oooao85 


m 

O 19 

O, 13 

O, 19 



Rcductio tcmporis ideotantum adiecta est, Tt apparent, earn omuiiio iiisensibHem esse, 

Deio.de omnes longitudincs turn planctae turn terrae reduccndao sunt ad ac- 
quinoclium vernalc medium pro aliqua cpoclia, pro qua adoptabimus inithim anni 
i8o5; subducta Haque nutatione adhuc adiicienda est praeccssio, quae pro tribus 
obseruationibus reap, est 11*87, 10* a3, 8*86, ita vt pro obscruatione prima addere 
oportcat — 3*56, pro secunda — 5"a8, pro tertia —6*74. 

Denique longitudines et latitudines Iunonis ab aberratione fixarom purgan* 
dac sunt; sic per regulas notas inuenitur, a longitudinibus resp. subtrahi debcre 
•19*13, 17*11, ii*8a, Iatitudinibus vcro addi o*53, 1*18, 1*75, per quam addi- 
tionem vaJores absoluti diminutionem patientur, quoniam latitudines australes tam- 
quam negatiuao spectantur. 
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Omnibus hucc red 
h:d>ont: 

Ohscrualionum tempora ad meridia- 

num Parisinum rcducta 

Iunonis longitudines a, a, a 

latiludincs /9, tf, f. 

longitudines tcrrae /, /', 

iognrilhmi di.stnnlianim Jt, J?, R' 



i5i. 
rite a 



Oct. 5,458644 
S54°4*'3i*6o 
— 4V>9 5 1,06 
is s8 97,76 
9,gg9t'i8af) 



I7,49i885 
35a* 5V 39*19 
— 6ai 55,07 
94 19 49,o5 
9,9980979 



Hinc calculi artt. i56, 137 numeral scquentes p rod u cunt 



7, 7> 7 

3, s\ r 

logarithm! sinuum.. 
AD, AD', AD' .. 
A D, a d; A D' 



logarilhmi sinuum.. 
log sin i e. 

log cosi«'... ............ 

Porro secundum art. i38 

log tang /? 8,94 1 94g4 « 

log (sin ; a" — /') 9,7339591 n 

logcos(«* — /') 9,9947904 



196* o' 8*36 
18 93 5g, 90 

9i499'99 5 
939 6 36, 44 
94i 5i i5, 99 
9 19 54, 00 
8,6o85885 



1 9 r 58' 0*33 

3t 19 94,95 
9,7981 io5 

9l5 19 9 9 ,8* 

93497 0,0* 

7 i3 37, 70 
9,«996gi5. 
8,7993359 
9>999>357 



37,393077 
35i°34'3o*oi 
— 7 17 60,95 
54 16 9,65 

9,9969678 

190* 4a' 40*17 
45 11 49, oi 

9,855363 1 
909 45 7, 4 7 
«9i i3 57, 87 
4 55 46, 19 
8, 9 34i44o 



log fang/9" 9,1074080 n 

log sin (a — /') 9,6955181 a 

log cos (a — /') 9,9595180 



Mine 



log (tang fl cm («•_/') — tang fT cos (a — /" ) ) = log T sin / 8,57 865 1 5 

log sin (a* — a) — log f cos < 8,74 95191 n 

Hinc r = 1 45°39' 5 7 " 78, log T 8.8960683 

*_+ 7 =537 5o 58,n, logsin(/+y) 9,58a6i4i n 



Dcnique 

log (tang /? sin (a — /') — tang/J , sin(a — /')) =logA 8,9o535i 9 n 

log T sin (t + /) , 8,4o86 1 94 n 

vnde log tang (S'—tr) -..9,79*7195 

3' — o , = 3i°56'ii*8i, adeoque a ~ o" 20 i3* 19. 
art. 1 4o fit 

99 
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A'D" — <T — 191° 10' 18" 85 log sin . 9,2go455a « log cos... 9,9915661 n 

AD' — S — 19* 48 5o,6a - - ...9,4075*37 n - - ...9,9850001 n 

A'D — S" = 198 09 00, 17 - - ...9,5050667 n 

A'D — rf' + tr— 200 10 i4, 63 - - ...9,5075909 n 

AD' — S = 191 ig 8,37 - - ...9,0928554 « 

A'D" — S'+o= 189 17 46, 06 - - .. 9,3082790 n 

Hinc scquitur 

log a 9,5494457, a= + o,5543599 

log b 9,86i5555 

Formula i3 producercl log b = 9,861 553 1 , scd valorem, Uliuu praefcriinus, quoniam 
s'm(A'D — 6'+<r) maior est quam sin(^'i>' — S' + a). 
Porro fit per art 1*1 
5 log It sin J' 9,1786353 

log 9 0,3010000 

log sin tr.*. ..7,8295601 

7,309a 1 55 adcoque log c =. 9,6907847. 

log b 9,86 io533 

logco»g 9>99<W>o» 

b 

9,861 3659, vndo cosq , - =0,7967135. Hinc eruitur 
J= — 1,0620052, log e= 8,0999518. 

Deniquc per formulas art. i<i3 eruitur 

logx 0,0910094 71 

logx" 0,5*18957 n 

log A 0,186 1 *8o n 

log/ 0,1592002 n 

102. 

Calculi's pracliminaribus lioc modo absolutis, ad hypothrsin primam transi- 
mus. IntcrualJuni tcniporis (non corrtcluin) inter obseruationeui secundam ct ter- 
rain est dicnun 9,971192, inter primam ct secundum 11,965241. Logarilluni ho- 
rum numerorum sunt 0,9987171 et 1,0778489, vnde log 6 = 9,2343385, logo 1 * = 
9.5101000. Statuemus itnquc ad hypothesin prim um 

x — log P — 0,079 • o ' 8 

y = Iog<^=8,5477o88 
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Hinc fit P = 1,199780*, P+a = i,554i396, P + d = —0,1637248; 

log a 8,3999518 n 

log \P + «) °> > 9 » »9t>Q 

C . logCP-f rf) o,7883463 n 

log t ang 6>.. :ui . 9,5739 881, v ndo a =+ i5° i6'5i'89, a+ <r =+i3°4o'5 01. 

logQ 8,547 7 588 

logo 3,6907847 

log si n a fl,36 1 2 1 47 

log Qc sin a 0,5997682 

Aiquationi Qc sin a sin =*=siu(* — i3*4o'5"oi) psucis tcntaininibus fcctis satisfieri 
iuuenitur per valorem s =: i4° 3;V 4* 90, vndc fit log sin 2 = 9,4010744 , log/-' 
= o,o35i5k>. Aequatio ilia praeter banc solutioucni tres alias admitut, puto 

* = 33° 3' 38* 

*= 137 27 59 

z = ig3 4 18 

Tertiam reiiccre oportct', quod tine negatiuns euadit; secundam, quod z maior 
fit quam S' ; prima responds approximation! ad orbitam terrae, d« qua In art i4» 
loquuti sumus. 

Porro Iiabemus secundum are. i43 

^PsineT 
log 1 9,86485 1 1 

' 0 8 (P + °) o, 1 9 1 4900 

C . log sin (s — a) 0, 6 1 o35 7 8 

; it? 

log 0,6667029 

log 0,0791018 

— ,- r : 

t» ,," *•+ .*o, 587601 1 

— _ 

* + A'D— iJ' = s+i9 9 0 47',-5i =3i4*33'6'4i; log sin = 9,7516736 n 
t + ^D'-S'=z +l 88 5-t 32,94=903 3 9 3 7 ,84; log «u = 9,6000925 n 

Hinc fit log/, = 9,9370735 », logp'=o,o«3645 9 n, ac dein log q = 0,39309-7 „ 
log q = o,358oo86 « , vude prodit J ' 

£ = 3o3* 17' 5i*33 log r = 0,3500178 
£'=210 10 58, 88 log /■"= 0,02 128 1 9 
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Denique jut mi. 1 44 oblinemus 

!(«*+«) = 905" i8'io'55 
i («*—«) =— 5 i i a, oa 
f = 5 48 i4,66 ' 

log tin «/*. 9,1 a 1 879 1 log sin af 9,1 a 1 8791 

logr. 0,3300178 



Clog- 



-...9,3003971 



logr* o,5aia8J9 

nr 

C. log— —...9/1 1*0989 



log sin a f 8,85 

a/* = 1" 6' 45* 38 



log sin af. 8,7851910 

a/ = 5°a9'4B'o5 
.Aggregatum a/+a/* hie a af tantonunodo o"oi differt 

Iam ft tempore propter nberrationem corrigantur, distantias p, p', q per 
formulas art. i45 computare, ao dein per ipsaa tcnipus 493" Yd o'',oo57o6 mulli- 
plicarc oportet. Ecce calcuhun 

logr o,55ooa logr o,3s5i5 logr* 0,021 a 8 

logsinCiatiy—C) ...9^3606 log«in(<r— z) 9,48384 logain(^7/— £* .9.61 384 

C . log «i n J—- 0,60 080 C.logainrf' 0,37189 C.Iogaino*" o,i6i64 

logo' 0,08086 log?*.. :.~Z. ~~. ..."o7t>9976 

7,?5Bo3 7t?^<"3 



log(> o,o6()88 

log con«t -7,756 35 

log reductions 7,8a5ai 

veductio = 0,006656 
Ob*cnutionttin 
L 
II. 
III. 



7,8.1719 
0,0068 ;4 



7,80609 
0.007179 



11*965033 
9,970887 



logu-iihmi 
1,0778409 
0,9987339 



trmpora correct* 
Oct. 5,43i988 
i7,4i5on 
37,083898 

Finnt itaque logarithmi quantitatum 6, &" correct! g,a345i55 et g,3i34a35. Inci- 
piendo iam detcrminationem elemcntorum ex /, r, r", 0 prodit log q=z 0,0002 a 85, 
perinde ex f, r, 6T fit log if =0,0003191. llunc calcuhun in Libri primi 
Sect. Ill eopioae oxplicatum hio apponere 
Tandem habemtu per art. i46 
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Jogtf" 9,3i5»aa3 

C.Iogtf o, 7 656847 

log If 0,0009985 

V . log »" 9.999680 9 

lug/*' 0,079016* 



9 logr o,65o968o 

Clog rr" „9,5»87O03 

log 60'. 8,5477576 

Clog 97" 9,9994594 

C. log cos f. 0,0002099. 

C . log cos f" 0,0009579 

C . log cos J* °» o ooa 797 

logC?' „8,5*75g8i 

E prima itaque bypothcsi rcaultat X = — o,oooo854, F= — 0,0001607. 



In hy pothesi secunda ipsis P, Q eos ipsoa valores tribucmtis, quos in 
prima pro P", Q' iuuenimus. Slatuemu* itaque 
x = log P = 0,07901 64 
y — logQ == 8,54 7 598i 
Qaum calculus hie proraua «odem modo tractandus ait, Tt in hypothesi 
prima, praecipua eiua momenta hie apposuiase sulficiet: 



a i5° i5'58"i3 

o> + o .~ i5 38 5i,a5 

log Qc sin a 0,5989589 

z i4 53 19,00 

logr 0,0959918 

n r 



log- 



.0,6675193 



r 9,o'8' 9 i- 98 

logr 0,5507676 

log r" 0,5939980 

\ («"+«)„ 9o5 93 i5, 58 

— «? —5 i» 4,79 

aJ J 7 5i 55, 5» 

a/ 5 99 o, 18 

2/" 4 5 55, 1 s 



n 

log n „ - o,5885o99 

t 16 38, 16 

Reducu'ones lemportim propter nberrationem denno compntare operae hand 
prctium csset, vix enim 1'' ab iis quas in hypothesi prima eruimua diflcrunt. 

Calculi vlleriores praebcut ^7=0,0009970, log//" = 0,00001 73, rnde 
deducitur 

log P" = 0,07 90 1 67 , X = + o,oooooo3 
logQ' = 8 V»76no, F = + 0,0000199 
Ilinc patct, qnanto adhuc magis exacla sit hypothesis sccttnda qnam prima. 



»7*. 
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>51. 



Ne quidquain desideranduin relinqualur, adliac tertiam hypothc&in 
extrucmus , vbi rarsus valorcs ipsaruui P 1 , (/ in hypolhesi sccunda erutos tamquara 
valorcs ip»arum P, Q adoptabimns. Statucndo haqua 
x = logP = 0,0790167 
y — logQ = 8,5>76no 
praccipua calculi momenta liacc inucniuntur: 



a» i5*i5'38"5g 

w + ff 10 38 5i 

log Qc sin u 0,09890 ia 

s 1* 53 19, 5o 

log/ - ' 0,5209878 

ur 

log — - — o 3 C075i5» 

log n „ o,.->88»f|87 

t ao3 i(5 58, ii 



f* aio a 8'a5*6j 

log r 0,53076*0 

log /•" 0,5399259 

i («" + «) 9o5 23 I 4, 57 

4(«"— u) — Si» 4,78 

a/" 7 54 53, 75 

if. o 29 °> **9 

2/" 4 5 53,5* 



Oinnes hi numcri ub iis qnos hypothesis sccunda snppcdilauorat tain parum 
differunt, vt ccrfo concludere liccat, hypothesin tertiam nulla amplius correctione 
indigerc *). Progredi itaquc licet ad ipsam eleinentorum determination™! cx af, r, 
r", & ', quam hue transscribere supersedemus , quum iam supra art. 97 exempli 
loco in txtenso allata sil. Nihil ituque supercst, nisi vt positioncm plani orbitae 
ad nonnain art. 149 computcmus, cpochnmquc ad iaitiuiu oniii i8o5 tramferamus. 
Calculus ille superslrucudus est numeris scqufntibus: 
— 9°55'5i'4i 

i(y+»/) = ao3 18 i5, 855 

i(y—u)-—Q 18 5,4 9 5 

viidc dcriuamus 

i (£ + /,) = i 9 6°.i5' 1V62 . 
i(g — h) =— A 3 7 24, 4i 
it = 6 33 22, o5 



*) Si Ciilcu!u» |» rinJu vl in IjypnlliL'nibni oiitixttlcnlilms net fiiicru 
>"» -i ox*xx**£> , qui valor tamqiiuii cu«ncsrons t niuicUranUus c*t, rt 
fignrac Ucciauli vllim.in xemper ijibacmttcm tviiirgiL 



i>r, prodirrt A'"0, 
supra imniituuiiicio 
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Fit igitur A = aoi*'ao' 09' o5, adcoqnc Si ~ I — A = 171° 7' 48*73; porro g = 
i9a°;V:">o'ai , ct proin, quum anomalia vera pro- obseruatione prima in art. 97 
inuenta sit =3 3 10* 55' 29" 64, distantia pcrihelii a nodo ascendente in orbita 
= 2 i 1* 10' 20" 57 , longitudoquc peribclii = 5a° 1 8' 9" 3o ; dcnique inclinatio orbitae 
= 1 .)'(>' 4*" 10. — Si ad cundcm calculum a loco tertio proficisci malumus, 
liabenius 

yfjy — l" — 2 4° 18' 55" 35 
4 (/+*") = 196 a4 54, 98 
— "") = — 5 45 11, 81 

Iliuc clicitur 

4Gj"+A") = 2ii*24'o2"45 
=-,,43 48, 48 

if = 6 33 23, o5 

atque bine longitudo nodi aseendentis = f — h" = 171* 7' 48" 72, Iongiludo peribclii 
s=oa° i8'n"3o, inclinatio orbitae = 1 3" 6' 44" 10, pronsus raodem vt ante. 

lntcruallurn temporis ab obseruatione vldrna vsquc ad initium anni i8o5 
est dierum 6i, 61 4 102; cui respondet motus hclioccntricus mcdius 552g3" 66 
s= ii u 48' 1 5" 66; bine fit epocha anomaliae mediae pro initio anni i8o5 in meri- 
diano Parisino == 34 9 " 3 1' 1 a" 38 , atquc epoclia longitudinis mediae =4i'5a'ai"68. 

i55. 

Quo clarius eluccscat, quanta praecisione elemcnta inuenta gaudeant , locum 
medium ex. ipsis coiupufabinius. Pro Oct. 17,41. ton artomaLia media inuenitur 
= 332° 28'. ^"77, bine vera 3i5° r»5"ua atquc: log r' = 0,3359877 (vid. excmpla 
artL i3, i»); ilia acqualis es«e debcret auomaliac vcrae in obseruatione prima nnctao 
angulo af", vel anomaliae vcrae in obseruatione Icrtia dimiiiutao angulo 2/, i. c. 
= 515* i'22"g8; logarilhmus radii vecloii* vero =0,32.59878: differentiae pro ni- 
hilo habendae sunt. Si calculus pro obseruatione media vsquc ad locum gtocen- 
tricuin contimiatur, numeri resultant ab obseruatione paucis tantiun minuti secundi 
partibus centrsimis dcuiautcs (art. 63), quates differentiae ab erroribus iueuitabili- 
bus e tabularum praecisione limitata oriundis quasi absorbentur. 

Ev mplum praecedens sum ma praecisione idco tractauimus, vt appareat, 
qnam facile per mefhodum nostram solutio quam accuratissima obtineri possit. In 
ipsa praxi ntro opus crit, liunc typuin aeque anxie imitari: pleromque suificict, 
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aex figures dccimalcs vbiquc adhibere, ct in excmplo nosUo sccundn iam hypothe- 
sis praecuionem haud minorem, primaquc praecisioneni abundc sulBcicuttm suj/pc- 
ditauissct Haud ingratam fore lectori bus censemus oomparationcm clemcnlorum ex 
hypothesi tcrlia crulonim cum ii*, quae prodcunt, si hypothesis secunda vcl adco 
prima perindc ad etiudem scopum udhibitae fuiascnt. Ilaec tria ckmeiitorura systc- 
mata in schemata scqucute exhibemus : 





ex liy|u>Uit»i HI 


ex hypotlirhi 11 


cx liypotlioji 1 


Epoclia longit. med. i8oj 


■*i u 53'ai"(i8 


4l e 53''l8" io 


4a , ia'5 7 "83 


Motus medius diuraus 


8a4" 79 8 9 


8a4" 7[)83 


8a5" 5oa5 


Pcrihelium 


Sa 18 y,3o 


5a 18 6, 60 


59 4i 9,81 


9 


1* 13 1,87 


i4 11 59, 9 * 


14 3137,49 


Logar. semlaxis maioris 


o,-»aa i38u 


o,433 toga 


0,422891 * 


Nodus ascendcus 


171 7 48, ;3 


171 7 iy, 15 


171 5 48,80 


Iucliuotio orbiuic 


i5 6 4*, jo 


i3 6 45, 13 


i3 a 57, 5o 



Compulando locum hcliocentricum in orbita pro obseniationc media per se- 
cundum clementorum »j slcma, inucnitur error logarithm! radii Tcctoris = o, error 
loiigididiiiis in orbita = o"o5; eomputando vera istura locum per systema ex liypo- 
thosi prima deriuaium prodit error logarithm! radii Tcctoris =0,0000003, error 
longitiidinis in orbita = i"5i. Coutinuando yero calculum Tsque ad locum geocen- 
tric uin inucnitur 





cx liypoth«-*i II 


vx l»yp«llir-si 1 
i 


longitudo gcoccntrica 
error 

laliludo geocenlrica 
error 


35a o 3Va3"30 
0, i4 
£ at 55,oti 
0, 01 


o5a ok 19 97 
2, 10 

r> 31 :>», »7 

o, 60 
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i56. 

Excmplum secundum a Pallade sumemus, cuius obseruationes sequenle* 
Mediolani facta* e Commcrcio lilerario clar. de Zach., Vol. XIV. pag. 90 exccr- 



Tcmpnj medium Mcdiol. 


Asc. rccla app. 


Drclin. app. 


i8o5 Nov. 5 11* 1*' 4* 
Dec. 6 n 5 1 27 
180G Jan. i5 8 5o 56 


78" 2»' 3 7 *8 
73 8 48,8 
67 i4 11, « 


37° 16' 56*7 Austr. 
5a 5s 44,3 
a8 38 8,1 



Loco eclipticac hie ncquatorcin tamquam planum fundamentale accipiemuff, 
ealcu'oque ita defungemur, ac si orbita penitus adiiuc incoguita esset Primo e 
tabulis Sobs pro tcmporibus propositi* sequentia petimus: 





longitudo Solia ab 
at quin. mid. 


dJalanlia a terra 


lalihido 
Soli* 


Nov. 5 
Dec. 6 
Jan. i5 


32.1° 14' 7'fil 

25 » 28 4a, 59 
39.") 5 47,62 


O, p8o45 1 1 
O, 9846753 
O, 9858l53 


+ o* 59 

+ °, 13 
O, 19 



Longitudinc* Solis, adiectis praccessionibus + 7"5f), +5" 56, —a" 11 ad 
initiom anni 1806 reduciinus, ac dcin, adliibita obliquitalc media a5 0 37 / 55"55 
latitndiuumque ratione rite babita, ascensioncs recta* et decliuatione* inde deduci- 
mu*. Ita inuemmus 





aicoruio recta Solis 


dcclinatio Solia 


Nov. 5 
Dec. 6 
Jan. i5 


aao 0 46' 44*65 
953 9 90,26 
997 9 5l, 11 


i5° 49' 43' g4 Austr. 
a a 53 5g, 45 
31 8 13,98 



Hae positioncs ad centrum tcrrao rcferuntur, adeoque parallax! adicctii ad 
locum obseruationis reducendae sunt, quum positionc* planetac a parallaxi purgare 
non Iiceat Rectascensiones ipsius zenith in hoc calculo adliibcndan cum rcctasccn- 
sionibus planetae conucniunt (ouoninm ob*cruationes in ipso meridiano sunt iiif'i- 
tutae), dccliiutio vcro vbique erit altitudo poli =45° 38'. Hinc eruuntur numeri 
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\f. recta tcnuc 


dt-clinatiu ttrrac 


log. di»l. a Sole 


Nov. 5 
Dec 6 
lan. 1 3 


4o° »6'<i}j"5i 
;5 9 a3, 20 
117 2 tG, 09 


i5*'*{l''i8"5c) Bor. 
22 53 4 a, 83 
Hi 8 17,29 


9,993857. r > 
9,9935099 



Loca obseruata Palladia a autationc rt aberrafione fixanim libcrandn, ac 
dein adiecta pracccssionc ad initium anni 1806 rcducenda sunt Hisce titulis so- 
quentes correctioues positionibus obscruati* applicare oportebit : 





nlineruatio I 


ob»eruatio II 


ubarrnatio III 


A»c. R. 


derl. 


asc. r. 


decj. 


asc r. 


dm ). 


Nulatio 

Aberratio 

Pracressio 


— 1 2" 86 

— 18, i5 
+ 5,43 


— 5" 08 

— 9.89 

+ o,«a 


— I5"fi8 
21, 5| 

+ »,55 


5, 12 

— 1,63 
+ o,5 9 


— 1 5" 06 

— i5,6o 

— 1, 5i 


— 5" 73 

+ 9. 7<» 

— 0, 55 


Summa 


— 25, 56 


— 12,35 


— 32, 64 


— 4,66 


— 5o, 1 7 


+ 5,68 



Hinc prodeunt positiones scquentos Palladia, calculo substruendac : 



T. in. Parininurn 


asc. recta 


dccliiiatio 


Nov. 5,574074 
36,i75o55 
76,3*9 in 


78 20 12 24 

7.I 8 16, 16 
67 i3 .0, g5 


— 97*17' 9"o5 

— 5a 5a 48, 96 

— 28 38 2, 4a 



i5 7 . 

Primo mine situm circulorum min'morum a locis heliocenlricis terrac ad 
locos gcoctutricos plant tat- ductorum determinabimus. Interseetiotiibus liorum cir- 
culorum cum aequatorc, aut si mauis illorum nodis ascendentibus , charactires 
"2C, l" adsoriptos concipimus, distant lasque punctorum B t B' , li" ab his pun- 
ctis per A, A', A" designamus. In maiori operationum parte pro A, A', A" iam 
3, V, T, ct pro 3, 3', 3" iam A, A', A" substiluere oportrbit; vbi yero A, 
A', A", 3, S\ 3" retinere oporteat, lector attenlus Tel nobis non moncutibus fa- 
cile ititciliget. 
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Cidculo facto iam inueoimiu 



Ascens. recta ptractorum 






« 




S33" 54' 57" 10 


353° 8'57 w oi 


a76°4o'95 w 87 


y, /, 7" 


5i 17 t5, 74 


90 1 3, 19 


i3i 69 58, o3 


a, a; a* 


3i5 58 4q, 27 


3ia 5a 48, 96 


220 9 13, 96 


d\ S', V 


56 af> 54, 19 


55 a6 3i, 79 


69 10 57, 84 


H'D, X0, TUT 


s>3 54 53, 10 


3o 18 3, a5 


29 8 43, Sa 


WD, Tl"D\ VD". 


33 3 36, 55 


5t 5g ai, i4 


22 20 G, 91 


•j e, e 


47 1 54, 69 


89 5 * 57, 17 


43 33 4i, 17 


logaritluai sinuum 


9,8643535 


y-9999 885 


9,8001910 


log sin i e 




9,8178971 




log cos i e 




9,85io6i4 





In calculo art. t38 pro /' a-wensio recta puncti H' adhibcbitur. Sic inuenitur 



log Tsin t 8,4868256 n 

log T cost 9,2848 1 6a n 

Hinc f= 189° a' 48" 83, log T= 9,2902537 ; porro <+/ = 979*5' Sa'oa, 
log* 9,ono566 n 



log Tsin (t + y • 9,2817950 n 

yndo A'— <r = 208° i'.55"64, atque <r= 4* 5o'53"3a. 

In formulis art- i4o pro a, b ct — ipso* aino*, «in<*', sin<J" retiuerc opor- 
tct, et perinde in formulia art. l is. Ad hos c&lculoa habcmua 

WD 1 — A* = 171*50' 8"i8 logain 9,i5s55o6 log cos 9,99^^759/1 

WDf — A = 17* 19 13,98 8,9954733 9,99786290 

WD — A" =: 173 54 15,89 9,0917973 

WD — A'+<r = 175 5a 56, 4 9 8,856 i5ao 

W — A = 173 9 54,o5 9,0755844 

H'D" — A'+<r= 174 18 11,37 8,9967978 

Hinc elicimua 

logx = o,93ii85o, logjl =o,o8iao57» 

log it" = 0,8113763, log >!" = o 0019691 n 

log a = 0,1099088, a= + 1,3879790 

logo = 0,181 oio4 

lo S~£ = 0,071 i5i4, *nde fit logi =o,i8ioloa. Inltr hos duos valorcs 
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. » 

tautum non aequales medium log b = o,iSio*o5 adojitabimiis. Dcniijtie prodit 
logc = i,o4oo2f)5 
</ = + 0,4189906 
log* = 9,2103894 

quo pacta calculi praeliinin.ires absoluli sunt. 

Temporis im>niallum inter ob.wruntioncm secundum et tertinm r.M dicrura 
."9,87 *109, inter primam et sectindain dierum 30,900961: bine fit logtf = g,83G3757 
log tf — 9,7255555. Statuiinus ilnquu ad hy pothesin primam 

x = log P = 9,8893776 

v =r log Q = 9,5618390 

Praecipua dcin calculi momenta hacc prodeunt: 
u+o-= 30°8' »6"73 
log Qc sju« =: 0,0383028 

Hinc fit valor vcrus ipsius x = ai° n'ai*3o, afnue log r' = 0,3509379. Tr« rcli- 
<pu valoies ip»iu* t aequationi IV arL til satiaiacientcs in hoc casu £unt 

,) II 19 

z — 101 is 58 

Z = 199 2i 7 

e quibus primus tamquam npproxiinatio ad orbiiam terreslrcm gpectandus est, cuiu« 
quidem abcrratio, propter niinium temporis interunlluin, longe hie uiuior est, quatn 
in cxeuiplo praeccdonte. — E calculo Tlteriori *ei|iiciite* Humeri resultant: 

t 19^.3' a"*8 

£' 196 57 50,78 

logr o,36i;o23 

log r o,5555758 

\ (/*"+«) 266 47 5o, 47 

J (// — «)... — 43 59 5, 35 

sf 29 3a 4o, 86 

a/ »3 5 4i,i7 

sf 937 o,o5 

Differentiam inter if et af+sf, quae bic est o'."6, inter 2/ ct 2/" iU disper- 
ticmur, Tt statuomus 2/= iS^'io'QB, aj' =9° 36' 59' 90. 



DETBRMINATIO OHDITAE B THIBYS OBSKRVATIONIBVS COMPtT.TIS. igl 



Corrigenda iain sunt tempore propter aberration em , vbi in formtilis art. i45 
statuendum est AD — £= HD — A+<J — £, A'D — £" = H'D — A* + <T — {*■ 
Hubemus toque- 

log r o,564-o log r 0,55094 log r" o,55557 

log sin (AD' — J).. .9,76462 log(<T — s) 9,76058 log sin (A'D — £*)... .9,81990 

C.logsui<F. 0,07918 C.logsino" o,o843i C.logsin<T 0,02932 

log const 7,7fl655 log const 7 ,75653 log const 7,75653 

7,9G-»83 7,94196^ 7,9 <T » 54a 

Reductio tempom 0,009223 0,008749 0,00919a 

Hinc prodeunt 



Nov. 5,56485a 
56,i66a86 
76,5io2J2 



3o,goi 454 
39,873966 



1,4899785 
1,600689* 



vndc dcriuantur logaritlimi corrccti quanlitatuin 0, 0" re«p. 9,8363708 atquc 9,7255599. 
Incipiendo dein cnlcnhim clementorum tx r, r, a/, 6> prodit log 7 =0,0051931, 
•icuti ex r, r', 2/*, (f obunemus log;/ =0,0017300. Hinc coliigitur log/*' 
= 9,8907013, logO* =9,5712864, adeoquc 

X = +o,ooi»756, F= + 0,009*574 

Praetipna momenta hypothesis secttndac, in qua 
x = log/ 1 s= 9,8907513, 
y = logC = 9> s 7»»864 

Jiaec sunt: 

6> + <r ao'S'o" 87 

log Qc sin « 0,057307 1 

z ai la 6, 09 

log/ 0,55071 10 

I i IP «G 59,90 

£' <9 6 5 * *o,65 

logr o,3u*3o6*a 

log r 0,5569708 

»("" + «) -267 6 10,75 

i {it — «).... — 43 59 4, 00 



i8a 
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a/' 93° 5a' 8*69 

af. 1 3 1 54,65 

...900 1 4, 58 

Differentia o* 3* inter 2/' et a/+a/*, ila dirtribuenda est, yt stetuatnr 9/= i5* i'54'45, 
a/* =9°3o'ii-24. 

Si opcrao prctium videtur, corrcctiones temporum liic denuo computare, in- 
▼cnieturpro obscruntionc prima 0,009169, pro necunda 0,008743, pro tcrtia 0,009356, 
itdcoque tempora corrccta Nov. 5,56igo5, Nov. 56,46Ga93, Nov. 76,5*0380. Hinc fit 
- Iog<? 9,8363703 

log*/* 9>7 255r, 9* 

log >/ 0,0051790 

log^" 0,0017*15 

log P- 9,«9°7 a6 8 

log Q' 9,57 10593 

Hoc ilafjuc mode ex hypolhcai sreunda reaultat 

X — — o,ooooa44, Y = — 0,0003371 



Denimie in hypothesi tertia, 
*=t log/' =9,8907268 
y= logQ =9,57io. r >93 
praecipua calculi momenta ita sc habent: 

W + ff 30°8'l'69 

log Qc sin a 0,0370857 

r 91 13 4, 60 

log /. 0,5507191 

f igS 16 54, 08 

J" 196 53 44, 45 



qua statuimus 



logr" ; 0,5569536 

4 («"+ u) 367 5 53, 09 

i(w"— «)...— 43 39 4,19 

Of* 33 53 7, 67 

2/. i3 1 07,43 

a/" g3o 10, 65 



log r. o,565oy6o 

Differentia o"38 hie ita distribuetur , vt statuatur 9_/"= i3°i'57*90, af—c^aoio't'j*). 

Quum differentiae omnium horuui numcrorum ab iis, quos hypothesis »e- 
cunda suppeditauerat, Icuiwimae aint, tuto iara ooncludere liccbit, hypotbesin ter- 



•) lUcrrc differentia >nain*ru1a, in omnibu«que liypothraibua tanluru non icqnatis, ad miuti- 
raatn partem imle urla rat, quod t duabua fere partibus ctntetiitiij minuti aecundi iiulo minor, 
Io3arilUnnuq.ic ipiiaa b aliquot vnitatibm huto maior crutua e r «t. 
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tiam nulla amplius correctionc opus habilurnm, adeoquc hypothrsin nouam super- 
fluam case. Quocirca nunc ad calculum elcmentorum ex sj", &, r" progredi Ji- 
cebit: qui quum operationibus supra nmplissime iam explicatis continealiu - , elemcnta 
ip*a inde resultanlia- in eorum gratiam, qui proprio mortc euni cxscqui cupicnt, 



hie apposuisse sulliciet: 

Asccusio rerta nodi ascendent]* in aequutore i58° if/58" ;j3 

Inclinatio orbitac ad uequatorcm 11 ia 4y, i3 

DUtantia perilielii a nodo illo ascendcnlc 5'J."i i k 56, 92 

AnamuLa media pro epocha 1806 535 i 10 o5 

Motus medius (sidcrcus) diumus 770" a6Ga 

<p 14 9 

Logarithms scmiaxis maioris . o,4*aa»58 



i58. 

Duo exempla praecedentia occasioneni nondum suppedilaucrunt , metliodum 
art. 120 in vsuni vocandi: hypotheses cniin succcssiuae lam rapjde conuergeboiit^ 
vt iam in sccunda subsistcre licuisset, tertiaquc a verilatc vix srnsibililer abcrraret. 
Reuera liocco commodo semper fruemur, quarlnqne hypolbesi supersedere polcri- 
mus, quoties motus hclioccntricus modicus est, tresque radii vectores non nimis 
iuaequidi-s sunt, pracsertim si insupcr trmporum iatcrualla paruru inter sc discre- 
pant. Quanlo magis auteni problematis conditiones bine recedunt, tanto fortius va-. 
lores pritui supposili quanlitatum P f Q a veris different, tanloqiic lenlius valores 
scquentes ad vcros eonui-rgent In tali ilaquc c.isu tres quidem primae liypolbtscs 
ita ubsoluendae sunt, vti i!uo exempla praecedentia moiwhant (ea sola differentia, 
quod in hypothesi tertia non elenicnta ipsa, sed, perinde vt in hypotliesi prima ct 
sccunda, quantitates 9, »/', P', (f, A', Y com pu tare oportet) : dcin vero hand oni- 
plius valores postremi ipsarum P", (f tamquam valores noui quantitation P, Q in 
hypothesi quurta accipicntur , sed hi per raethodum art. iao e combinatione trium 
priuiarum bypotljesium eruentur. Rarissime tunc opus erit, ad hjpotlie*in quintam 
secundum praecepta art 121 progredi. — Iam bos quoque calculos exemplo iJIii— 
strabiinus, cx quo simul clucebit, quam late metbodus nostra jiatcat. 



159. 

Ad cxemplum tertium obserualiones sequentes Ccreris cb'gimus, quarum 



i8i 
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prima Brcniac n dm-. OIber», secuuda GoUingac a ukr. Harding, Urtia Liliaithalii 
a clar. Hessel itislUuta at. 



T<-m|in» im.littiii !uci 


Aic. jccU 




i8o5 Sept. :>. i5 k S' 5 i" 
l Kull .fan. I -. l o. 58. .'i l 
tSoli .Maii 25. h>. 2~>. 55 


-c - , -.. 

9> :>9 'ia 
lot t8 ■»n,li 
i a i 56 7 


»*-• 2i 'J j 

OO 2 1 22,3 

a8 3 -»5 



Qiiuin nicMiodi . per quas parallaxis ct aberration is rationcni liabere licet, 
s.i distantiaci a terra tuuiqunm mmiiiio inoognilne spcctantur, per duo exempla prae- 
ccdcntia abiindc iam illnslralac sint. s:i|>crlluac luboris aiigntciifatiotii in hoc feriio 
exemjdo reiiiinciabimus, di*l«n(iu*que approximates c CnmmiTcio litterario clar. do 
Zacli ^Y<>!. XI p. 287) rum in lineni exeerpemu*, vt obsernafioiics ab eflbctu par- 
alla.vis cl nbrrrntioriH pur^ciitnr. Has distautins vna cum rcductionibus itidc dcri- 
ralis tabula scqueus exliilct: 



Dislaiilia Cordis a terra 
Tcmpus. intra quo<I lumen ad terrain 
Tompus obserualiuilLs mlue.lum 
Tcmpii* sidcrrum in gradibus 
Parallaxis 

Parallaiis deelinalioiiis 



2» ftfjP 

a 5' »;)' 

I2 h i'j' a 
355' 55' 

+ '" 9" 
— 2,08 



io b -W a.V 

+ C." a a 
— 1,90 



2, 9 64 

24 2 I 

f)' 1 . r )f)'59" 

sio* 41* 
— «*97 ■ 

2, o4 



Problem at is itaque data, postqnam a parallaxi et aberrationc liberata, tent- 
poraqnc ad meridianum Parisiuum reduela sunt, ita s<" lmbent: 







Dcclinatio 


i8o5. Sept. 


5. 


12 1 ' 1(j l4* 


9 r >° 


5y' 


25" IO 


22° 2l' 27" 08 


i8t><>. Jan. 


•7 


io i5 a 


101 


18 


4o, 58 


3o 21 2 i, 30 


180J. Maii 




9 5.7 18 


121 


56 


8,97 


28" 3 4 7 ,o* 




,-L: f 



Ex his ascensioiiibus re.ctis et decltnntioiiibus deductae sunt longirudinc* 
el lalitudiiie* atlhibifa obliquitate eclipticae 23" 27' 55" 90, 25" 27' 5**5o, 23" 27' 
53" 27; dein longitudinc* a mitationc ptirgatae sunt, qnar> rosp. fnit + 1 7* 3», 
+ 17*88, +18" 00, poskaque ad initium anni 1806 redurtne, applicata praeces- 
sione + »5' 9 8, — 2' .19, — 19*1)8. Deniquc pro tanporibus reduetis c fabnli* 
loca Soba, vbi in longitndinibus 
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ceasio pcrinde vt longitudinibus Cerem adiccta est Latitudo Soli* omntno neglect*. 
Hoc mo do numeri aequentea ia caJculo adhibendi reaultauerunt: 



Tempos i8o5. Sept 
a, a', a 

i, t, r 

log rt, \ogJt, log/?' 



5,5iS56 
95° 5a' 18' 56 
— o 5g 54, 06 
54a 54.56,oo 
o, oo3i5i4 



159,49711 
99*49' 5*, 87 
+ 7 16 56, 80 
117 19 -*3, 95 

9, 99 a 9 86i 



965,59815 
118* 5' a8"85 
+ 7 38 49, 59 
s4i 58 5o, 71 

0,0056974 



lam calculi pracliminare* in artt. i36— i4o explicati aequentia auppeditant: 



y,y\y 558° 55' a8* 09 i56°5»'ii'4 9 170° 48' 44* 79 

S, S , J" 119 57 9,66 18 48 3g,8i ia3 3a 5a, 1 5 

AD, AD", AD' i5 5a 4i,4o a5a 4a 19,1* i36 a 33,38 

AD, AD 1 , AD* i38 45 4,6o 6 a6 4i,io 558 5 5 7 ,oo 

«, e, e 99 18 8, ai 170 3a 5g,o8 i56 6 a5,a5 

<r = 8 9 5a'4'o5 

loga = 0,18*0195/1 o = — i,5a 7 654o 

log b = 0,0040987 

log c= 9,0066705 

d =117,50875 

log « = o,8568a44 

\ogx— 0,161 101a 

log x — 9,9770819/1 

log ^=9,9164090/1 

log/= 9,7330 137 /1 

Inleraollum temporis inter obseruationem prinuun rt accuudaui eat die-runt 
i33,gi5 7 5, inter aecundam et tertiara 195,97109: bine fit log 6 — o,55585ao, 

log 6"— o,36a io66, log -g— =s o,os6554C, log Q(f = 0,6983586. lam praccipua 

momenta hypotbeaium trium primarum deinceps formataram in couspectu sequent; 





I 


n 


in 


logP = * 


o,oa65546 


0,0956968 


0, 0356375 


log Q^=y 


o,6 9 8a586 


0,7590190 


0, 748io55 


ffl+cr 


7"i3'i3 , 593 


7°i4'4 7 -i39 


7 0 i/45' 071 



i86 
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log Qc sin a 
s 

logr' 
f 

V 

logr 
logr" 
*(«" + «) 
*(«-«) 
V 
«/ 
ay 
log f 

log y 

logtf 

r 



i,i.~>4665o/> 

7° 3' 5 9 " 018 
o,4 1 14736 
160 10 46, 74 
363 6 5 , 00 
o,4533954 
0,409471a 
363 55 s5, 39 
975 a8 5o, 95 
6a 54 a8, 4© 
5i 6 3o, oS 
3i s5 58,45 
0,0303496 
0,09 1 1074 
0,0356968 
0,7390190 
— 0,0008078 
+ 0,0407604 



>»> 975995 n 
7° 3' 3a" 870 
o,4 1 3957 1 
16030 7,89 

969 19 18, 3& 

0,4391775 
0,4071975 

963 57 6, 83 
973 99 i5, 06 
69 49 56, 60 
3i i5 59, 09 
3i 55 57, 33 
o,oao3 1 58 
0,0919499 
0,0956975 
0,748 io55 
— 0,0000695 



1, 9066597 n 
7° a' 16" 900 
o, 4159107 
160 99 9,4s 
a6a ii 19,49 
o, 4a8'»84i 
o, 4064697 
369 57 3i, 17 
973 39 19,56 
6a 53 57,06 
3i 18 i3, 85 
5i 35 45,59 
0,0303494 
0,0a 19761 
o,oa56a89 
0,7509537 
+ 0,00000 1 4 

+ 0,0091389 



lam designando trcs valore* 



+ 0,0090865 

X per A, A\ A"; trcs valorrs ipsius T 

per B, b\ B'; quotients c diuisione quanlitatum A ' B" — A"B*, A'B AET, 

AB'—A'B per eorundem aggregation ortas rcsp. per i, F, it a n habeatur 
*+i'+i* = i, denique valorcs ipsoruin log/* ct log<?' in hypothesi tcrtia per M 
ct N (qui forcnt valorcs noui ipsarum ar, y t si hypolbctin quartern perinde e tcrtia 
dcriuarc conuenirct , vt tertia e secunda deriuata fucrat): e formulia art 190 facile 
coUigitur, valorem correctum ipsius * fieri — M — t (A'+A') — k'A' valorem- 
que correctum ipsius y = N — i —h'BT. Calculo facto prior eruitur 

= o,o95635i, posterior =0,7509143. Hisce Taloribus correctis iam hypotheain 
quartam superstriiimus, cuius praecipua momenta haec sunt: 

« + <r 7° i4'45 r 947 

log Qc sin a 1,909*984 n 

z 7 9 19,736 

log /•' o,4 139817 

(. 160 99 45, 38 

V 9G3 i5 5,90 

logr 0,4289793 



log r" 


o,4o6ao55 


i («' + «).. 




i(w' — «).. 


...975 39 oo, 75 


<*f. 




»/• 




v 
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Inter af et af+ af differentia o*o5 cmergit, quam ita distribuemus , Tt 
a/=3i° 19' i'47, a/* = 3 1*56' 1 5' 17. Quodsi iam 1 



1 » 

Anomalia vera pro loco primo S89 8 7' 39" 75 

Anomalia vera pro loco tcrtio 35a a 56, 3g 

Anomalia media pro loco primo 397 4i 35,65 

Anomalia media pro loco tertio 353 i5aa, 4g 

Motus medius diurnus sidercus 769,6755 

Anomalia media pro initio anni 1806 Saa 35 5a, 5 l 

Angulus tp 4 37 &>j 78 

Logarithms semiaxis maioris o,44a466» 

1 r..,1 ■ . ] • .i 

Computando ex hisce dementis locum heliocentricum pro tempore obscrua— 
tionis mediae, inuenitur anomaUa media 5a6° 19' »5' 7a, logarilhmus radii vert oris 
o,4i3a8a5, anomalia vera 5ao° 43' 54' 87 : hacccc distarc debcret ab anomalia vera 
pro loco primo differentia af , siue ab anomalia vera pro loco tertio differentia af, 
fieri deberet =3ao'45'54* 9 a , siruti logarithmus radii vectoria =o,4i598i 7 : 
o"o5 in anomalia vera, ©ctoque vuitatum in isto logarithmo nullius mo- 



Si hypothesis quarta eodem modo ad finem perduecrctur, vt tres prac 
dentea, prodirct X = o, K = — 0,0000168, vndo yalores corrccti ipsanun *, y hi 
colligercntur 

x s= log P = 0,09 5633 1 (idem vt in hypothesi quarta) 

y= log Q = 0,7508917 

QuibuB valoribus si hypothesis quinta snperstrueretur, solulio vltimam quam tabu- 
lae permit tunt praecisionem nanciscerelur : 5cd elcmenta liinc resultantia vix sensi- 
biliter ab iia discreparent , quae hypothesis quarta suggessit 

Vt elementa complcta babeantur, nihil iam super est, nisi vt situs plani or- 
bitae computetur. Ad normam praeceplorum art. i4a hie prodit 

e loco primo e l«eo ttrlio 

g 354° 9' 44* as 57° 5' 0*91 

h 361 56 6 94 A".... 161 o 1,61 

i 10 57 33,03 10 57 55,oo 

ft 80 58 49,06 80 58 * 9 ,io 
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distantia periliehi a nodo asccndente. .. 65 a 4, 47....: 65 9 4,5a 

longiludo perihclii ; i46 .o 53,55 i'»6 o 55,6a 

Sumto itaquc medio statuetur i= io c 57' 55" 01 , ft =z 80° 58' 4 9" 08 , longiludo peri- 
hclii =r i46 o'55"57. Denique Iongitudo media pro initio anui 1806 crit = 108 '56'46'o8. 

p 

160. 

In cxpositione method], cui disquisitiones praecedcntes dirafae fucmnt, in 
qiiosd&m casus specials incidimus, vbi applicalionem non palitur, sail cm nun in 
forma ea, in qua a nobis exhibita est. Hunc defectum locum habere vid'mus primo, 
quotie* aliquis trium locoruin geocentricorum vel cum loco respondents- hcliocentrico 
terrac, Tel dim puncto opposito coincidit (casus posterior manifesto tunc tantura 
occurrere potest, vbi corpus eoeleste inter Solcm et tcrram transiit): 

secundo f quotics locus groccntricus primus corporis coclcstis cum tcrtio coincidit: 

tertio, quotics omnes tres loci geocentrici vna cum loco heiiocentrico terrac sec undo 
in eodem circulo maximo siti sunt. 

In casu primo situs alicuius circulorum maximorum A'B\ A' '& 'indeter- 

minatus mancbit, in secundo atque tertio situs puncti B*. In hisce ilaque casibus 
mcthodi supra cxposilac, per quas, si quantitates P, Q tamquam cognitac spoctan— 
tur, c Iocis geocenlricis hrlioccnlricos detcrminarc docuimus, vim suam pcrdtint: 
attamcii discrimen essentialc hie notandum est, scilicet in casu primo hie defectum 
soli mctho<lo attribuendus erit, in casu secundo et tertio autcm ipsius problematic 
naturae; in casu primo itaquc ista determinatio vtique eflici potrrit, si modo me- 
tltodus apte varietur, in secundo et tertio autem absolute impossibilis crit, locique 
hflioccntrici iudetcrminati manebunt. Haud pigebit, hasce relatione* paucis euol- 
vcrc : omnia vcro , quae ad hoc argumentum pertinent exhaurire co minus e rc es- 
set, quod in omnibus his casibus specialibus orbitae determinatio exacta impossibi- 
lis est, vbi a leuissimis obseruationum erroribus enormiter alHcerctur. Idem defe— 
eras etiamnum valebit, quotics obscruationes haud quidem exacte, attamen proximo 
ad aliqucm honini casuum referuntur: quainobrem in eligendis obserualionibus hue 
respiciendum , probeque cauendum est, nc adhibcatur vllus locus, vbi corpus eoe- 
leste simul in viciniis nodi atque opposition is vel coniunctionis vcrsatur , ncqu« ob- 
seruationis talcs, vbi corpus eoeleste in vltima ad eundem locum geocentricum pro- 
ximo re<uit, quera in prima occupauerat, neque demum tales, vbi cir cuius maxi- 
mus a loco heiiocentrico terrac medio ad locum geocentricum medium corporis coe- 
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lest is ductus unguium acutissimum ruin direetione motus geoccntriri format, atqne 
locum prim mil et lertium quasi stringit. 

161. 

Casus primi tres subdiuisioncs facicmus. 

I. Si puncttim B cum A vel cum punclo opposito coincidit, erit S = 0 vd 
= 180"; y, e , e atque puncta D', D' indetcrminula erunt; contra y , y, e atque 
puncta D, H* dcterminafa ; punctum C noccsaario coincide* cum A. Per ralioci- 
nia, iis, quae in art. i4o tradita mint, analogs, facile elicictur acqualio haccue: 

, tin (s — tr) /? sin &' sin (A'D — <?') 
** -sinr Jt sin (J* sin (A'D — 3' + a) n 

Omnia itaqno, quae in aril. i4l, i4a cxposita sunt, etiam hue transfcrre licrbif, 
si modo statuatur a = o, atqtio b per ipsam acquationem la art. i »o detcrminctur, 
, nr nr 

quantiiatrsquc r, r, , . pcrindo vt supra computubuntur. lam simulac r 

adcoqnc situs puncti C innotuit , assignare licebit situm circuli maxiini CC, huius 
intcrscctioncm cum circulo maximo A'JBT L e. punctum C", et proin arcus CC', 

nr sin if 

CC", CC siue if, if", a/: hinc donique habebitur r = . — : — -=r , 

nr MHLJP.f*.V^ 

r = — — • — : nr. 

n sin 9/ 

II. Ad casum cum, vbi puncram B* cum A' vel cum pnncfo opposito 
coincidit , omnia quae modo tradidimus transferrc licet , si modo omnia , quae ad 
locum primum spectant, cum iis, quae ad tertimn refcruntar , pcrinutantiir. 

III. PauJIo alilcr Ycro casum cum Iractarr oportct, vbi R' vcl cum A' vel 
cum puncto opposito coincidit Hie punrliim C cum A' coincidet; y, e, e' pun- 
ctaquc D, D", Jt* indetenninata crunt: contra assignari polerit intersect io circuli 
maxiini KB* cum ecliptica *), cuius longitudo ponatur = /'+*•. Per ratiocinia, 
iis, quae in art. 1 »<> euoluta sunt, similia, cructur acquatio 

R tinA ti n (A'D' — if) sin* 

°~ n R'lJaT imTAir—i)- + n/ -yFlu7(/'- I'-m) +n 
Designcmus cocfnYicntetn ipsius n, qui conuenit cum a art- i4o, per eundem cha- 
raclcrem a, cocflirieritoiuque ipsius nr per /?: ipsum a hie ctiam per formulam 



•) Uenrraliut, ruin circulo maxima jtA": tcA breuitstis chums cum lantummoilu essoin hie 
cun&iJciaiuiii, vbi elliptic* Ituncjuam pUnum Ainasiuentaila arciuitar. 
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J? sin (/' + .? — /) 

a = ' Jlsinj'- I T )~ (i ' 'criniuarc licet. Habemus itaqtie o = an + fiu'r' j-n" , 

qua aequationc cum his eombioata P=~~, Q = i (~^ L - — i^''', cmcrgit 

J*£±-iL,.. + ,.. + K , = ,, 

\nilr disLantiam /-' elirerv poterimus, siquidem non fuerit j} — o, in quo easu ni- 
hil aliud illiiK- sftjiiorttur, nisi P = — «. CeJrrum cliamsi non fuerit o (vbi 
ud casum Uiliuin in art. sequ. considerundum di-Iabc-iemur), tamen "temper ji quan- 
lilas perexigua ei it , adeoquc P parum a — a diflerre debebil : hinc vero manifc- 

stum est, di-ffimiiiaiioncm coeflicicntis valde lubricani fieri, Deque adeo r 

Vila praedn.me dctcrniinabilem 



i . P + « ri'r P + a 
l'orro habebumis — — — — - — ^ — -, — ^- = ^T' - : dtin simiIi moJo 

Vt ill art. i IJ fnni)o runluenlur aequalionoi 

/ si „r=-~:-.^v,i</_/) _ 

sin y 

c quorum l ombinatione cum aequatt. VIII el IX art. l iy, quautitates r, J, r*, f* 
deterniiiiarc liccbit. Calculi opcrationea reliquac ciun supra descriptia conucnicnt. 

162. 

In casu secimdo , vbi B* cum B coineidit, etiain D' cum ii*dem vel enm 
putlcto oppusito coincide!. L'runt itaque AD' — 3 el A'D' — 3" vel =0 vtl = i8o°: 
rude cx aeqiiau'onibus art. 1 i6 deriuaraus 
n'r sin e R sin 3 

« ~~ — sine sin (z+A'D — 3") 

_///_ _sin £ ^" sin <T 

/»* — ± sine' ' sm(z+sJ'£f'=jy 
Jl sin 3 sin c" sin (s + A'D" — 3') = PR" sin 3' sine »in (z+A'D— 3') 
Hinc mnnift slum est, z , independenter a Q, per solam P dctcrniinabilem esw 
(nisi forte fuerit A'D = A'D \el = A'D + 180 0 , vbi ad casum tertiiun delabere- 
mur): iiJucnta autera =, innotescct ctiam r, ct proin odiumcnto Yalorum 
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n'r' n' r n n ( n ti \ , 
turn ■ n — n . etiam yttT-; liinc dcnique etiam C? = 2 ( ^" + ^ X ) r > ' 

Manifesto igitur, P et Q tamquam data ab inuicem independentia considcrari ne- 
queunt, acd vcl vnicum tanbiinmodo datura exhibebunt, vcl data incongnia. Si- 
tu* punctomm C, C" in hoc casu arbitrarily manebit, si modo in codcm circulo 
oiaxinio cam C capiantur. 

In casu terlio, vbi A , JS, ff, S" in eodem circulo maxinio iacent, D et D' resp. 
com punctis B", S, vel com punctis oppositis coincident: hinc e combinatione ae- 

„, ..... „ & sin d' sin * #*sin(/* — /') 

quationum VH, VIII, IX art. i43 colhg.tur P = Mtiu J Bina - = /t s ia(/'^i) ' 

In hoc itaquo caau valor ipaius P, per ipsa problematis data iam habctur, adeo- 
que positio punctorum C, C, C indetenninala manebit 

i65. 

Mcthodus, quam hide ab art i56 exposuimus, praecjpuc quidem delermi- 
nationi primae orbitae penitus adhuc incognitae accommodata est; attamen succomu 
acque felici tunc quoque in vsum vocatur, vbi de corrcctione orbitae proximo iam 
cognitae per tres obscruationes quanturauis ab inuicem dietante* ngitur. In tali au- 
tem casu quaedam immutare conucnict Scilicet quoties obseruationes inotum ho- 

liocentricum permagnum complcctuntor, baud amplius licebit, -y atquedd' tam- 
quam valores approximates qunntitatum P, Q oonsiderare: quin potiu* cx demen- 
tis proxime cognitis valores multo magls cxacti elici poterunt. Calculabunhir itaque 
leui calamo per ista elementa pro tribus obscniationuni tcmporibus loca heb'oecntrica 
in orbita, vndc designando anomalias veras per v , v, v, radios vectores per r, r, r, 
scmipjiramctrum per p, prodibunt valores approximati sequentes : 

rsin(f' — v) ir* sin j (v — v) sin j (t>* — v 1 ) 

P — r'unlv— v') » V — p^si(v'—v) 
His itaque hypothesis prima supers! ructur, paullulumque ad b'bitum imrautatis se- 
ennda et tertia: hand enim e re esset, P cl (£ hie pro nonis valoribus adoptare (vti 
supra fecimus), qinun bos valores magis exactos euadero hand amplius supponcre li- 
ceat Hac ran'one omnes tres hypotheses commodisaime timid absolui poterunl : qnarta 
dein secundum praecepta art. no formabhur. Cetcrum baud abnuemus, si qnis vnnm 
alteramue decern methodornm in artt 124-199 cxpositarum in tali casu si non magis 
tamen aeque fere expeditam exiatimet, ideoquo in vsum vocarc malit 
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SECTIO SECVNDA 

Determinatio orbitae e quaiuor obteruationibus, quorum duat tanlum 

completat uint. 

i6i. 

Iam in ipso limine Libri sccundi (art. n5) declarauimus , Tram problem*- 
tis in Sect, praec pertractati ad eas orbitas litnitari , quarum inclinatio nec euane- 
scit, nec nimis exigua est, deteratinationemque orbitarum porum incliiiatarum ne- 
cessario quatuor obse 1 uationibus superstrui debere. Quatuor autcm obseruationes 
complctae, quum octo aequationibus aoquiualcant , incognitarnmque numerus ad sex 
tantum ascendat, problem a plus quam determinatum redderent: qnapropter a dua- 
bus obsoruationibus latitudines (siue declinationes ) seponere oportebit, vt datis re- 
Uquis cxacte satisfied possit Sic oritur probJema, cui haec Sectio dicata erit: so- 
lutio autem, quam hie trademus, non solum ad orbitas parum inclinatas patcbit, 
6cd ctiain ad orbitas inelinalionis quantumuis magnae pari succcssu applicari potent 
Etiam liic, perinde vt in problomate Sect, praec, casum cum, ybi orbitae dimen- 
siones approximatac iam in potcstate sunt, segregarc oporlct a delerininatione prima 
orbitae pciutus adhuc incognitae: ab illo initimn facieraua, 

1 65. 

Mclhodus simpbeissima, orbitara proximo iam cognitam quatuor obserua- 
tionibus adaptandi, haec esse videtur. Sint x,y distantiae approximatae corporia 
coelcstis a term in duabus obteruationibus oompletis: harnm adinmento computcn- 
tur loci rcspondentes heliocentrici, atquc bine jpaa elementa: ex bis dein elcmen— 
lis longitudines vel ascenaioncs rcctae gcoccntricae pro duabus reliquis obserualio- 
nibus. Quae si forte cum obserualis conueniunt, element* nulla amplius corrections 
cgebunt: sin minus, differentiae X, Y notabuntur, idemqne calculus iterum bi* re- 
petctur, valoribus ipsnrum x, y paullulum mutatis. Ita prodibunt tria aystemata 
valorum quantitatum x, y atque differentia rum X, Y, vnde per praeccpta art lao 
valores correcti quantitatum x,y eruentur, quibus Talorcs Xz=o, Y—o respon- 
debunt Caleulo itaquc siiruli huic quarto systemati auperstructo elementa emergen^ 
per quae o nines quatuor obseruationes rite repracsentabuntur. 

Ceicrum, siquidem eligendi potestas datur, eas obseruationes complctas re— 
tin ere pracstabit, e quibus situm orbitae maxima praccuione determinare licet, proin 
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duas obsernationes cxtrcmas, quob'cs motum heliocentricum go graduura minoremue 
coinplectuntur. Sin vero praccisione acquali non gaudent, eartuu latitudines vol 
declinationcs sopones, quaa minus exactas esse suspicaberia. 

166. 

Ad determinationem prim am orbiUe penitus adhuc incognitae e quatuor ob- 
seraationibus nccessario eiusmodi positiones adbibendae crunt, quae motum helio- 
centricum now nimis magnum coinplectuntur: alioquin eaim careremua subsidus ad 
approximalioneni primam commode formandam. Mcthodus tamen ea quam statim 
trademus extensione tain lata gaudct, Vt absque haesitatione obseruatione* motum 
bclioccntricum 5o vcl 4o graduum complectentes in vsum vocare liccat, si modo 
distantiae a Sole non nimi* inaequales fucrint: quoties cligendi copia datur, tempo- 
ruin intcrualla inter primam et secundam, sccundam et tertiam, tertiam et quar- 
tam ab aequalitate parum recedentia accipere iuuabit Sed hoc quoque respectu 
anxietate nimia baud opus erit, vti exempium subnexum monstrabit, vbi tempo- 
rum interuulla sunt 48, 55 et 5g dierum, moftuque hcliocentricus vltra 5o°. 

Porro solutio nostra requirit, vt completae sint obseruatio secunda et ter- 
tia, adeoque latitudines vel declinationes in obseruationibus extremis ncgliganlur. 
Supra quidem monuimus, praecuionis maioris gratia plerumque pracstarc, si ele— 
raenta duabiu obseruationibus extremis compktis, atque intcrmcdiarum longitudini- 
bus Tel ascensiom'bus rectw accommodentur : attamen in prima orbitae dctcrmina- 
tione liuic lucro renuntiauisse haud poenitcbit, quum approximatio expeditissima 
longe maioris momenti sit , iacturnmque illam , quao praeripue tantum in longitudi- 
nem nodi atqne inclinationem orbitae cadit, clcmcntaque rebqua vix sensibiliter af- 
ficiat, postea facile explere liccat 

Brcuitatis caussa metbodi exposilionem ita adornabimus, vt omnes locos 
ad eclipticam referamos, adcoquc quatuor longitudines cum duabus latitudinibus 
datas esse supponemus: attamen quoniam in formuhs nostru ad terra e latitudinem 
quoque respicictur, sponte ad cum casum transicrri poterunt, vbi aeqnator tam- 
qnam planum fundaroentale accipitnr, si modo ascensioncs roctae ad dedinationes 
in locum longitudinum et lalitudinum substituuntur. 

Ceterum respectu nutationis, praecessionis et parallaxis, nec non aberra- 
tionis, omnia quae in Sectione praec. cxposuimus etiam hie valent: nisi itaque 
distantiae approximatae a terra aliunde iam innotuerunt, vt respectu aberratiunis 
methoduiu I art 118 in vsum vocare liccat, loca obseruata initio tantum ab aber- 

a5 
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rnlione fix.irniTi purgabunfur, tcmporaque corrigentur, qnamprimum inter calculi 
decursum distantiarum dcterminatio approximate in potcitaUm vcnit, vti infra cla- 
rius cluccbit. 

167. 

Solutionis expoaitioni signorum praecipuomm indicem praeraittimus. Erunl 

nobis 

/, /', € y f quatuor obseruationnm tempora 

u, a, a', a' corporis coeleslia longitudines gcocentricae 

0, (t> if, eiusdem latitudiuca 

r, r , r" , r' diatantiac a Solo 

p, p', p", q" diatantiac a terra 

/, ( , f, r terrae longitudines heliocentricae 

B, B 1 , B", B~ terrae latitudinea heliocentricae 

R, R" y R" , R" teiTae diatantiac a Sole. 

(aoi), (« 11), (/i 93), (nos), (« i3) areae duplicatae. triangulorum , quae reap, in- 
ter Solem atque corporis coclcstis locum primum et sc-cunduni, secundum ct ;er- 
tiuro, tcrtium ct quartum, priinum ct tcrtium, accundum et quartum rontincntur. 
(i/oi), (vis), (v»5) quolicntea c diuiaione arcarum i(«oi), i(n 13), i K n a5) per 
areas acrlorum respondendum oriundL - 

(a 12) _ Jn 1 9) 

F — (aoi) ' 1 - («a5) 

H^r^ - ■) H^^-) 

v, v , v'y v" corporia coclestia longitudines in orbita a puncto arbitrario numeratae. 
Dcniquo pro obserualionc accunda ct tertia locoa beliocentricos terrae in aphaera 
coeieati per ^T, jf denotabimua , locoa geocentricoa corporis coelestia per B" , B", 
eiuademque locoa hcliocentricoa per C, C. 

Hia ita intellectia negotium primum perindo vt in problemato Sect, praec. 
(art 1 5 ) consiatel in dcterminatione aitua circulorum maximorum A'C'B', J"CB\ 
quorum inclinationca ad eclipticam per y , y designamua: cum hoc calcuio aimul 
iungetur dcterminatio arcuum jfB'^-S, sfB"=.&. Hinc manifesto crit 

r' = )/ (p'p'+ a p Jl* cos <f + JT/f) 

r" = v/ if V + 2 9 & Ct>s & + X~JO 
aiue atatucado p' + X coa <T = *' , p* + /f" cos J" = *', R" sin 9 — a , .ft" ain <T = a', 
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K=^(«y + o'a') 

168. 

Combinando aeqnationes 1 ct a art. ita, prodeunt in rigni» disquisitionis 
praejcntis aeqnationes scquentcs: 

o=r(n 19) R cos £ tin J — or) — (/10a) cos ft sin (a — a) + R 1 coiff sia (/—«)) 
+ ( noa ) (<>* cos /3" sin (a* — a) + R" cos if" sin [t — a)) 

o = (« a3) ((/ cos ft sin (a" — a*) + It cos # sin (a" — 0) - (" > 5) ((>"«» /?"siu (a"- a*) 
+ JT cos B" sin (a*— D) + (/.ia)/T cos sin (a" — f) 
Hae aeqnationes, statuendo 
It cos B 1 sin (f — a) 



cos ft sin (a — 




— i\ 


If con H" sin (a* 


-o 




cos /J" sin (a" — 






It cos K sin (a" - 


-0 




cos ft sin (a — 


«) 


-i 


It cos If" sin (f - 


-a) 


-i 


cos p sin ,a — 


-a) 




J? cos 5 sin (/ — 


«) 




cos fit sin («" — 


«) ~ 




cos B" sin (a" 
1 — r-» — 


-O 





cos sin (a — a) , 

cos^ w sin(a" — a) ^* 
cos /3" sin (a* — a") „ 
cos> sin («- — «) =f * 

rite reductis, transeunt in 



(at * +<««)* 



Vv- : V-?-m 
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siue, statu endo iiunpcr 

— *" — ll y =c, M .'(i+P) = d' 

— h'—XI* = c", fl\l +P")= d" 

in huce 

I. * = C + £f 

1 + 



II. *'=c"+ 



(*V + a a) I 



(x x + « <* )* 

Adiumcnto harum dnaram aequationuni *' et ** « a', 4', d*, Qf, a", b" t c", 
dT, (/", determinari poterunt Quodsi quidein x' vel x" indc eliminamla essct, ad 
aequalioncm ordinis pcrmagni delubereinur : attamcn per methodos indirectas in- 
cognitarum x', x" valores ex illis acqualionibus forma non m 11 tula satis expedite 
elicientur. Plcrumque valores iucognitarum approximati iam prodeuiit, si pruiio Q 
atquo Q" negliguntur; scilicet 

* = t=t? 

c' + ttb' + c^ + 

Quamprimum autcm valor approximate alterutriiu incognitae habetur, valores ae- 
quationibus exactc satisfacienlcs farillimc elicientur. Sit scilicet $ valor approxi- 
mates ipsius x', quo in aequatione I substitute prodcat x" =. perinde substitute 
x" —%"in aequatione II prodeat inde x' — X' ; repel antur eaedem operaliones, sub- 
stituendo pro x' in I valorem aliuin £ + v\ vnde prode.it x" _ |" + v", quo valore 
in II substitute prodeat inde x' = A' + A*. Turn valor correctos ipsius *' erit 

= ¥ + V— y' ~ ~ JTr v - » torque correctus ipsius x" = |" + 

tf-.X)v" . ... , . . , . 

— j^. / -^1 — . Si operae prctium videtur, cum valore correcto ipsius at aJioqtic 

Ieuius mutato eaedem operationes repctentur, donee valores ipsamm x , x" aequa— 
lionibus I, II exacte satisfacientes prodierint. Cetorum analystae vol mediocriter 
taiilum cxercitato subsidia calculum contrahendi baud dccnint. 

In bis operatiouibus qiinnlitates irrational?* (x'x' + a'a) I , (x v x" + a" a"* I 
commode calt-uianlur per introductionem arcuum z', z" , quorum tangentcs resp. 
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a a 



»u«it ~y~> "^"~> vnd* 1 ^ l 



Sill i cos t . 

Hi arcus nuxiliares, quos inter o el 180 0 nocipere oportet, vt r , r" positiui cua- 
danl, maiiifesto cum arcubus C" It , Cli" identic! erunt, vndc patct, haccc ratioao 
not) modo r et r", sed ctiam situm puuctorum C , C innotcscere. 

Haeccc dcterminatio quanlitatum x' , x" rcquirit, vt «', u", b' , b", c' f c", 
({ , if, Q" , Q" cognitae sinf, quorum quantilatum qualuor primae qoidem per 
problematis data habentur, quatuor sequcntcs autcm a P\ F" pendent Jam quan- 
tises F ', F, (J[ , Q' t cxactc quidem noudum dctcrminari possuulj attamcn quum 
lubcutur 

,„ P >-J"^L Saul 
in. p - . (>/12) 

— * Oi *•») 

IV F = — = 3— • — — — 

V. Q'= i 11 (/'— /) (/"— 0 -77- ■ (V o I) ( 9 1 a) cos i («/ — y) cos i .>) wi{i>"— S) 

VI. <T= ,H(<" - 0 (' -O • 7v ■ ( v , a ) ( va3 ; co. i ^v*-*/) cos i (v — «/) co.i ^ — v ") 
•tatim adsunt valorcs approximati 

i* = -/ ~ » F^= ~.~ 7T 

(/=z'ti(i'- ( ){i u -o, o" = a c" — 0 «* - n 

quibus calculus primus supers truetur. 

169. 

AbsoNito calculo art. praee. ante omnia orcum CC determinare oportebit. 
Quod fiel cominodissimc, si an tea pcrindo U in ait, 137 intcrsectio D circulorum 
maximorum A'C b', A"C'b" , muttiaque indinatio e eruta fuerit: inucnietur dein 
ex e, CO = s + b'D, a'que CD - z" + £"D, per formulas easdem qua* in 
art. lit tradidimus, non modo CC"= v — v, »t-d etiam anguli («', «"), sub 
quibus oirculi maximi jftf, A"B" circulum maximum CC secant. 
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Postquam arcus v" — v inucntu* est , v — v el r crucnlur e combinations 
aequationuiii 

. . , . i"sin (*-" — *') 
r«.n(v —0= ~p 

. , , » , i + P* r sin Cv" — v) 
rsiniV — v+S — v')= p . ^ ~ 

el perindc r"atquc iT — if e combinationc harum 
r sin (f — 0 = p 

- . , - « t. ft 1 + P" r " "» n 

r"«iu(i/- — + — 0= — j5* • 

i + 

Omnes nunieri hoc modo inuonti exacli forent, si ab initio a valoribus veris ipsa- 
rum P' , P", Q', proficisci licuisscl : tumque situm plani orbitae perindc vt in 
art. i4g vel ex >/C, u it /, vel cx J"C u" et y" detcrminare conucniret, ip- 
sasquc orbitae ;dimcii«ioncs vel ex /', r" , et v" — v, vel, quod exactiua 

est, cx r, r", /, et v~ — «\ S.d in calculo primo haec omnia proctcribimus, 
atqiie in id potissiiuuin incunibemus , vt valores magis approximates pro qitanti- 
tatibus P', P", Q" obtincamits. Huuc linem assequemur, si per methodum 
indc ab art. 88 expositam 
ex r, r', v — v, f* — t cliciamus O/oi) 

r , r , v — v, t — ( (»;ia) 

r , r , v — v , t — r (v a,> ) 

Has quantitatcs, ncc non valores ipsarum r, r', r, r", co*\(y — <■) etc. in fonnn- 
IU III- VI subttitucimu , vnde Talores ipsarum P", (/, P", Q' resultalmiit multo ma- 
gis exacti quam ii, quibu* hypothesis prima superstructa eraL Cum illis ilaque 
hypothesis secunda foniiabmir, quae si prorsits codem modo >t prima ad Gucru 
penlucitur, valores ipsarum P',Q',P",Q" multo aclinic exactiorcs .sopprditabit , at- 
que sic ad hypotlicsin tcrtiaiu deduect Hao opcrationes tam diu itt rabuntur, do- 
nee valores ipsarum P*, Qf, P", (f nulla amplius corrcctione opus habere vidcuntur, 
quod recto itidicare excrcilatio frequens mox docebit. Quoties motus helioccntricus 
paruus est , ]>leriuii(;ue prima liypotliesis illos valores iam satis exnetc subministrul : 
si vero ille arcum nmiorem complcclitnr, si insupcr tcmporum interunlla nb aequa- 
litate notabiliter rcccdunt, hypothesibus pluries rcpetitis opus erit; in tali vero 



■ 
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hypotheses primae magnam calculi praecisionem hand postulant In vltima denique 
hypolhesi elcmenta ipsa ita vt modo indicauimus 



170. 

In hypolhesi prima quidem temporibus non correct!* / , f, f, t" vti oporte- 
bit, quum dislantia* a terra computare nondum liceat: simulac vcro valores appro— 
ximati quantitatum x', x' innotucrunt , illas distantias quoquo proximo dctcrminare 
poterimus. Attaajcn quum formulae pro p et p" hie paullo complications euadant, 
couiputum correctionis tcmporum eousque diflcrrc conucnict, vbi distantiarum valo- 
rcs satis praecisi cuascrunt, nc calculo repetito opus sit. Quamobrcm e re erit, banc 
operationem iis valoribus quantitatum x, x" superstruero , ad quas hypothesis pen- 
vltinrn produxit, ita vt vltima demum hypothesis a valoribus corrcctis 
atque quantitatum P", (/, (/ proficiscatur. Ecce formulas, ad bum 
Tsum vocandas: 

VII. p' = *' — /f cos S' 

VIII. p'=* — tfcoscT 

FX. q cos /9 = — R cos B cos (a - 1) + ' + ^y fpcos ficos («'- aJ+.R'cos B'coa(t- a)) 



+77) 

— ~pr ^q" cos ff cos(a* — a) + Jfco$B*cos(I' — a)j 

X. psin/?r= — 7Zsiog + — "*" jP L (p'sin^+^siu B') — 4-(^*sin/9'+/f'«in5*) 

XI. p" cos /T=— iTcos B" cos (0"- O + 1 + P () - ((f cos /T cos ( a— a ) + 

JfccsBT cos (a"-/*)) - -p- cos/Tcos (a— a') + #co» B'co* (a"—/')) 

XII. p-«n/T=— /r*inB"+— '-^^(p'siu/r+irsiniO 

— -£r(p'sin/3' + #sia2r) 

Formulae IX -XII nuIIo nogotio ex acquationibus 1, a, 5 art. 119 dcriuantur , si 
modo charactcrcs iJlic adiiibili in eos quibus bic vliimir rite conuertuntur. Mani- 
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fcsto foruiulae niulto aimpliciores euadunt, si B, B", B" euancscnnt. li coinbina- 
tionc fonnularum IX el X non modo <f scd. ctiam /J, el perinde ex XI et XII prae- 
ter r" etiam /3" dcmanat: vnlorcs harum latitudiiium cum obscruatis (calculum nou 
ingredicnlibus ), siquidetn datac sunt, comparati osteudcnt, qtionam praetisiimii 
gradu latitudiaca extremac per elemcnta sex reb'quis datis adaptata repraescntari 
possiut. 

>7»- 

Excmpluni ad illustrationem huius disquisilionis a Ve&ta desumerc conue- 
niet, quae inter omnes planelas recontisoime deteclos inclinatione ad ecliplicam mi- 
nima gaudi-t *). Eligimiis obseruatioiiis sequeiites Bremae, Paiisiis, Lilicntbalii et 

Mediolani ab •astronomis clarr. Olbcrs, Bouvard, Bessel et Oriani iustitutas: 

■ 



Teinpua med. loci obacrualioma 


Aacenaio rceta 


Deelinatio 


1807 Martii jo, i2 h 53'i7' 
Maii 17, 8 16 5 
Iulti 1 1, 10 So 19 
Sept 8, 7 aa 16 


i83°5a' 4o" 8 
178 56 4a, 3 

l8 9 4 9 7>7 
2 1 a 5o 3, 4 


ii° 5t' sf Bor. 

11 5g 46, 8 — 
3 9 10, 1 — 
8 58 17, 0 Austr. 



Pro iisdem temporibus e tabulis motuum Sob's inucnimus 





longit. Sulii ab 


nutatio 


diatanti* a terra 


latitude 


oldiquiUa eclipt. 




sequin, app. 




Solu 




Martii 5o 


9 91 5g 5 


+ 16,8 


0,9996448 


+ o"a3 


95° 27' 5o*8a 


Maii 17 


55 56 20,0 


+ l6,9 


J, 01 19789 


— o,65 


in, 83 


Iulii 1 1 


108 54 53,3 


+ >7,3 


1,0165795 


— o,46 


*!)> '9 


ScpL 8 


i65 8 57,1 


+ >6,7 


■ 1,0067421 


+ o,39 


*9, 



Iain Iot'u obseruata planetae, adhibita eplipticae obliquitatc apparcnto, in 
longitudines ct latiludine* conueraa, a nuUtione et aberratione fixarum piirgata, 

•) Nihilotuium haec inclinatio etiamnum aatii comidorabilia e«t, vt orbitac deUrrainationcm 
aatii tuto atqnc cxaetc tribut obaeruationibua •uperitmerc liccat ; reucra elemcnta prima, quae 
hoc mndo ex obieruationibu* 19 tantuni dieboi ad iuniccm diitantibu* deducla erant (vid. Von 
Zach MunatJ. Con-cap. Vol. XV. p. 5f>5), proximo iain accedunt ad ca, quae bic ex otweruationi- 
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tan lciTKjtjn demta praei-easione ad milium anni 1807 reducta aunt, dcinelocis Solia 
ad norniam praecptorum art 73 deriutita sunt loea tcrrac ficta (vt paraltaxis ratio 
liabeatur), longitudinesrjuc dcmta nntationc el praccrssione ad caudem cpocham trans- 
latae; tandem tmnpora ab initio anni numerata et ad 
cla. Hoc mudo orti sunt numcri scqucntes : 



ft , a, a , a 
fi\ 

/, i\ r, r 

iagS /t, K K BT 



107,0 t».ios 
1 7 » 1 00 08 
10 8 7,80 
255 56 o,63 
0,0001376 



193,41900a 

187 10 IS 3.) 

0 »7 3.3, 5 1 

288 35 SO, 03 
0,00717.79 



95i,?88io» 



•» 20 31,63 

010 9 18,60 
o,oo5o6s5 



89,0115 1 6 a 
178" -to 38*8- 
12 27 6, 16 
189 Ji 00,71 
9»999799 y 
Hinc dcduciinus 
y'= i68*3a'4i*34, 6'= 63°3o'i'88, log a' = 9,952610* 
/=i 7 3 5 1 5,68, «T = 100 45 1, to, log a' = 9,9994809 
»' = — 11,009119, x' = — i,o853o6, logjt =0,0728800, log u= 9,7 109703 « 
*" = — 2,p8ao36, x*= + 6,322006, log 0,079851 2 n, log ,u"= 9,858 7061 
A'D= 37°i 7 '5i'5o, A'D= 89" a •' 1 1* 84 , rf= 9* o 5* 48 
B'D =s — s5 5 i3,58, B*Z) = — 11 so 4 9 ,56 
Hi* calnulis praeUminaribus absolutist, hypothetin primam aggrec 
porum interuallis elicimus 

logi(/' — /) = 9,91 53666 
log*(/"— 0 = 9,9765339 
log it (*"—/*)= o,oo5465i 
atque hine valores primos approximates 

log/* = 0,06117, log(i+.P') = 0,33369, log Q'~ 9,59o8 7 
log P*= 9,97 107, log (1 +P*) = 0,38681 , log Q"= 9,68097 
Uinc porro 

c = — 7,6836 1 , log = 0,0 1666 ?t 
c "= + 3,90771, log d* = 0,1 355a 



mur. E tem- 



Hi 



i«co valoribus, paucis tentaminibus factis, aolutio gequem aequationum I, II cli- 
cifur : 

x' = a,o4856, s' — 35* 58' 17', logr'=o,54 9 5i 

.**=i,95 7 45, r* = 3 7 3 o, log r' = 0,5419* 
Ex z, z" atque « cruimus C'C'=v— v = 17° 7' 5': hinc v — v, r, v — u, r" 
per acquationcs tcqucntea dclcrainnudac erunt : 

36 
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logrsin(t/ — »■) = 9,74913-, Iogrsin(v'— p+ 17° 7'.V) = 0,07.100 
logr sin (*."_ 0= «J,8 »7»9 , Jog r"«in (v* - — ^ + 17° 7' 5") = o,io 7 S5 
vndc eniimus 

v = i4*ii'3a w , log r = o,55865 
v"—v"=iS 48 ."53 , log r" = o,.».l88 7 

Dcnique inucnitur log (n o 1 ) = o,o»4a6 , log (#» 1 9) = 0,00099 > 1°8 ( n — °,o°7 1 1 • 
atque hinc valores correct! ipsarum P', P", (f , Qf_ 

log P* =. o,o594i, logC=9,6o3 7 4 

log/>"= 9,9721 9, logCr=9,G 9 58i 
quibus hypulhesU aecu/ida supcrotrucnda erit Huius praecipua momenta ita se 



c' = — 7,67890, \og(f =o,o'»5 7 36« 

c"= + a,aio6i, log (T = o,ia6o54 

jt'=2,o35o8,z'=93 0 47'5i", log r' = 0,5467*7 

•*"= 1,9*990,1;* = g 7 12 a5, log r"=o, 5Zt)3 7 5 

CC = v"_v'=,7°8'o' 

v — (• = 1 1° a 1' 56*, log r = 0,35*687 

v~ — v"~ 18 5o 43, logr*' = o,554564 

log (« 01) =o,oo4559, log(«>a) =0,006101, log (« 95) =0,007380 

I line prodeunt valores denuo correrti ipsarum P' , P" , (f , Q" 
log P' = 0,059436, log <? = 9,6047 49 
log r-"= 9,972249, log <?"= 9,697564 
quibus si ad tertiam hypotfiesin progredimur, Humeri sequent?* resultant: 

c'= — 7,67815, logrf* =0,043739/1 

c"— +2,31076, Iogd" = 0,196082 

*' =3,o335. r ), t - a3°48'i4", log / =o,546658 

** = i,g4255, *"=97 13 4g, logr'=o,33g276 

C'C- = p'~ u '= ,7-8' 4* 

i>'~v= i4" 31' 49*, logr = o,35459 9 

* — v = 18 5i 7, log r"= 0,33*390 

log(«oi) = 0,00 4563, log (/j 19) = 0,006 106, log '/»95)= 0,007990 

Quodsi iam ad noriuam praeccptorum art. praec. distaiitiae a terra suppntantnr, 
prodil : 

<?' = i,5635, (>'=:2,i5i9 
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log q cos (i = 0,05876 log q" cos/T = o,4a84a 

log q sin (t = t|, » iaaa log g"tu\ff = 9,5090$ 

p r= 1* ab <lo /T = 4 20 09 

Iogp = 0,10909 logp" = 0,43967 
Hinc inueniuntur 





Ciirrrrtiniiri tem- 
porum 


tcmpora corrida. 


I 


0,007535 


89,497837 


II 


0,008931 


1 55,55558 1 


III 


0,01 31 65 


193,407007 


IV 


O,Ol55*0 


351,373706 



vnde prodcunt valores quantitatum P ', P" , Qf , QT denuo correcli 
log 7 y = o,o594i 5, log Qf = 9,60*783 
log P ' = 9 973353, log (^ = 9,697687 
Tandem si hisce valoribus nouis hypothesis quarto formatur, numeri scquentes 
prodcant : 

c' = — 7,678116, logo? = o,o457s3 

c" = + 3,310773, log</" = o,i36o84 

*' = 3,033*73 , t = 35° 48' 1 6" 7 , log r ss o,546658 

*"=i,9i338i, x"=37 13 5i,7, log r"= o,339363 

*"—«/= 17 0 8'5"i, i(«" + «')=»i76 , 7'5o"5, «)= i*33' a S''6 

v — v = 1 4 9 1 5i ,9 , log r = o,5545o5 

v* — v"=i8 5i 9,5, log r"= o,3543 63 
Hi numeri ab iis, quos hypothesis tertia suppeditaucrat , tarn parum diflerunt, \4 
iain tuto ad ipsorum elcmentorum dctcrminationem progredi liceat. Pruno situni 
plani orbituc eruimus. Per praecepta art. i4g inuenitur ex y\ u atqucy/*C'=<f — :', 
inclinatio orbitae 7* 8' 1 4 W 8 , longitudo nodi ascendenlis 100" 16' 07" 3, arguinen- 
tum latitudinis in obseruatione secunda 9**56' i" 9, adeoque longitudo in orbita 
197" 5s' 4s" 1 j perinde ex u" atque A"C=S" — z" elicitur inclinalio orbitac 
= 7" 8' 1 4" 8 , longitudo modi ascendentis io3*i6'57"5, argumcntum latitudinis in 
obseruatione tertia iii°4»'9"7, adeoque longitudo in orbita 3i5 0 o' 47" 3. Ilinc 
erit longitudo in orbita pro obsematione prima 1 83° 5o' 5o" a , pro quarta 355° 01' 
56" 7. Quodsi iam ex /, r, r" atque v" — v = 5o° si' 6" 5 orbitae dimensione* 
detcroiinantur, prodit 
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Anomalia vera pro loco primo ay."}" 55' i5" 7 

Anomalia vera pro loco quarto 5*5 .ii 5o,2 

Ilinc longitudo pcrihelii 219 f>7 6,5 

Anomalia mediu pro loco primo 5o2 55 5a, C 

Anomalia media pro loco quarto 5^6 5a a5,2 

Motu* nudius diurnui sidc'rcn? 9-8" 721b' 

Anomalia media pro initio anni 1807 ....378 i5 3o,i 

Luiigitudo media pro cadem epocha 168 10 45,0 

Angulns <f 3 a 58 , 1 

I#ogaritlinuis scmiaxis maioriti 0,572898 



Si secundum haecce elcmenta pro temporibus t", C correcti* loca 

plane! ac gcoccnlrica compntaiitur, quatuor longitudine* turn a, «', a", a", duae- 
quc latiludincs intermediac cum ft, ji" ad vnam minuti secuiidi partem clccimom 
comspirant; latitndines cxtremac vero prodeunt 12* 2ti'-i5"7 atqne so' 10" 1 . iUa 
aa" \ errans dofectu, liacc 18" 5 cxce&su. Attamen si nianeiilibus dementis rcli- 
quia tantummodo inclinatio orbitae 6" augcatur, longitudoque no<li i' *o" diminua- 
tur, eirorcs inter omiies latitndines distributi ad pauca minuta sccunda depriraen- 
tur, longitiidiucsquo lcuissimis tuntum erroribu* aJTicienlur, qni et ipsi propemo- 
dmii nd nibi'lnni reduccntur, si insuper epoclia longifuduiis a" dirahmatur. 
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Detcrminatio orbitae obseruationibus quotcunque quam 
proxime sat isfacientis. 

172. 

Si obseraatioues astronomical' cctcriquc Humeri, quibus orbitarum computus 
innititur, absoluta praccisione gaudcrent, cleuienta quoque, siuc Iribus obscruatio- 
nibtis siuc quatuor supcrstructa fuerint, absolute exacla statim prodirent (quatcnus 
quidem motus secundum leges Kepleri cxacte fieri supponitur), adeoquc Qccitis 
aliis aliisquc obscruationibus ronfirmari tan turn possent , baud corrigi. Verum enim 
vero quum omncs mensural ioncs atque obseruationcs noslrae nilul sint nisi approxi- 
mations ad veritatetn, idemquc do omnibus calculi* illis innilentibus vale-re debcat, 
sropuin suminum omnium romputorum circa pliaenomcna concrcla iustitutorum in 
co ponere oportcbit', vt ad veritatcm quam proximo fieri potest acccdamus. Hoc 
autcm aliter fieri nequit, nisi per idoncam combinationem obscrtiationum pluruim, 
quam quot ad determinationem quantitatum incognitarum absolute requiruntur. Hoc 
ncgotium tunc demum suseipere licebit, quando orbitae cognitio approximate iam 
innotuit, quae dcin ita reclifu-anda est, vt omnibus obscruationibus quam exact U- 
sime satisfaeiat. Ltiamsi baec exprrssio alifpiid vagi implicarc videatur, lamen in- 
fra priiieipia tradentur, secundum quae problema solulioni legilimae ac mctJiodicac 
subiicielur. 

Praerisionem snmmam ambirc tunc tanluiiiinodo operae pretium esse potest, 
qittuido orbitae determinandac poslrema quasi mnnus apponenda est. Contra quam- 
ditt spes ofTulget, mox nnuas obscrualioiics nuiiis correctionibus occasionrm daturas 
esse, prout res fert plus ininusuc ub cx!rc:ii't praceisione rcmittcre couucimt, si 
iati niodo operationum prolixilatem uotubilitcr subleuarc licet. Nos vtriquc cumu 
ronsulcrc sludebinius, 

170. 

Maximi imprimis momrnti e«t, vl singulac corporis oocleslis positioners geo- 
€entrieae, quibus orbitam superslrucrc propusitum est, 11011 ex obscruationibus so- 
litariis petitae sint, sed si fieri potest e pluribus ita combinatis, vt crrores forte 
commissi quantum licet sesc inutuo drstruxeriut. Obscritalioncs scilicet tales, quae 
paueorum dieruiu ititeruallo ab intiieem distant — vel adco prout res fert iuter- 
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vullo i.~> nut 3<> J V ium — in caJculo non adliibcudac erunt (amquaiu totid> in po- 
sifiunes diucrsac, sid potius positio vuica hide dcriuabitur, quae inter cunc tas quasi 
media est, adeoque prnccisionem longc maiorem adinittit, qtiam obscruatioms sin- 
gnluo seor^im considerable. Quod ncgotium scqucutibus principiis iniiililur. 

Corporis coi-Jeslis loca geoccntrica c\ dementis nppro\imalis calculate a lo- 
ci* vcrU paruin discrepare, difleienliacque inter haec et ilia rnufationcs lentissima* 
tantuni subire debent, Ua vt intra paucorum dierura decursuin propemodum pro 
constaulibus liaberi qucant, vel saltern rariationes tamquam temporibus proportiona- 
tes spcetandne. sinl. Si itaque obscruntionc* ab omni crrorc immuncs csscnt, diffe- 
rentiae inter locos obscruatos tenjporibus /, /*, C etc. rcspondcntc6 , eosque qui 
ex dementis computati sunt. i. e. differentiae turn longitudinum turn latitudinuro, 
siuc tum aseensiouum rcctarum turn declinationum , obscruatarum a computatis, fo- 
rcnt quantitntes vel scnsibilitcr aequales, vel saltern vniformitcr Icntissimeque in- 
crcsccntcs aut decrcscentes. Respondeont e. g. illis tcmporihus ascensioncs rectae 
obseruatae a, a, a", a" etc., computable aiilem sint a +3, a' + S', a'+S' f ct'+S"' 
etc.; tunc differentiae 3, 3', 3", 3" etc. a rem elementomm deuiationibus catenus 
tantiuu discrepabunt, qualcnus obseruationes ipsae sunt erroneae : si itaquc ilias 
deuiationes pro omnibus istis obseruationibus tamquam constantes speetarc licet, ex- 
liibebunt quanUtates 3, 3', 3', 3" etc. totidem detcroimationes diuersas ciusdem 
magnitudinis, pro cuius valore correcto itaqne assumcre conuenict medium aritb- 
meticuin inter illas detcrminationes , quatenus quidem nulla adest ratio, cur vnam 
alteram ue pracferamus. Sin vero obseruationibus singulis idem praecisionis gradus 
baud attiibuendus videtur, suppoiiatiius praecisionis gradiun in singulis resp. pro- 
portionalcm acstiinandum esse numeris e, e , e" , e" etc., i. e. errores his nutneris 
rccipi'oce proportionates in obseruationibus aeque facile committi potuisse; turn se- 
cundum principia infra tradenda valor medius maximc probabilis baud mnplius crit 

ee3 + e'e S + e"e'i T + e"e"3" -fete. 
medium anthmebcum s.mplex, scd + - fj . + ^ . Sta- 

tuendo iam hunc valorem medium = A, pro ascenaionibus recti* vcris assumere 
licebit resp. a+3 — A, a'+o*' — A, a' + o 1 " — A, a" + 3" — A, tumque arbitra- 
rium erit , quanam in caJculo vtamnr. Quodsi vero vel obseruationes temp<»ris in- 
leruallo niinis magno ob inuicem distant, aut si orbitae elcmenla satis approximaU 
nondum inuotucrant, ita'vt non licucrit, horum deuiationes tamquam constantes 
pro obseruationibus cunctis spectare, facile perspicietur, aliara hinc differentiam 
non oriri, nisi quod deuiatio media sic inuenta non tam omnibus obseruationibus 
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communis supponcnda c-rit, quam potius ad tcmpns medium quoddam referenda, 

quod pcrinde e singulis temportun momcntis dcriuare oportcf, Vt A ex singulis 

eet + e'*f +e"e"t' + e'e'C + etc. 

dcuiatiouibus, adcoque gcncralitcr ad tcmpus ; — ,—. — s-r-. — . . . °i 

' r ee + ee+ee+ee+ etc. 

itaque summon) praecltionem appctorc placet, pro eodem tempore locum geocen- 
triciim ex dementis computarc, ac dein ab errore medio A liberare oportcbit, vt 
positio quam accuratissima cmcrgat: plcrumquc tamen abunde sutticiet, si error 
media* ad obseruntionem tcmpori medio proximain rcferatiir. Quae luc de asccn- 
sionibus recti's dixiuius, pcrinde dc dcclinationibus , aut si mmus do longiludinibus 
ct Iauludinibus valent: attameu semper praestabit, immediate ascensiones rectas et 
dcclinaiiones ex dementis compulatas com obseruatis e-ompararo; sic enim non 
modo cnlculum magis expeditum lucramur, praesertim si methodis in artt. 53 -60 
exposilis vtiinur, sed co in'super titulo ilia ratio se commcudat , quod obseruatio- 
nes incompletes quoquc iu vsum vocorc licet, practereaquc si omnia ad Iongitudi- 
ne* ct liitiludiiics rel'crrcntur mctueudum csset, ne obsoruatio quoad ascensioncm 
rcctu, quoad dedinationem male iustiluta (vcl vice versa) ab vtraquc parte depraue- 
tur, atquc sic prorsus inutilis euadat. — C«terum gradus praecisionis medio ita 
inuento attribuendus secundum principia mox explicanda crit = \/ («? + v'J + e'v" 
+ v"e" + etc.) , ita vt quatuor vel noucm obseruationes acque exactae requirantur, 
41 medium praecisiouc dupla vel tripla gaudero debet, et sic porro. 

174. 

Si corporis codestis orbita secundum melliodos in Soctionibus praecc. tra- 
ditas e tribus qiintuome position ibus geoccntricis talibus determinata est, quae ipsae 
singidac ad normaui art. pracr. e compluribus obscitiationibus pctitae fuerant, or- 
bita ista inter omnes basce obseruationes medium quasi tencbit, ncque in difl'cren- 
tiis inter locos obserualos et calculatos vlluin ordini* vcsligium remanebit, quod 
per demenfomm correctioncm tollcre vd sensibUiter extcnuare liceret. lam quo- 
lies tota obscrualiomira copia intemallum teniporis non nimis magnum complceti- 
tur, hoc modo consensum exoptatissinium dementorum cum omnibus obscruationi- 
bns assequi licebit, si modo tres quatuoruc positiones quasi normales scitc eligan- 
tur. In dcterminandis otbitis cometarum planetarumue nonorum, quorum obser- 
uationes annum mum nondum egrcdiuntur, ista ♦•atioiie plcrumque tantum proficie- 
mus, quantum ipsa rci natura permittif. Quoties itaque orbita dcterminanda an- 
gulo consideiabili versus eclijiticnm incliuala est, in genere tribus obseruationibus 
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superstnielur , quas q;imn vcmotissimas ab imiiccm cligcmus: si vcro hoc pacto 
in aJiqutiii tasuum supra cxclusorum (artt. iGo-iGa) fortttito inciilcremus, aut 
qnotics orbitae incliiialio minis pnrua vklelur, dctcniiiualiuncm cx posilionibus qua- 
luor pracfcremus, quas ilidcm quam rciuotissimas ab inuicem nceipiemus. 

Qnnndo autcm iaiu adest obseruationum series Iongior plures annos com- 
plcrtfiH, plures imle positioned norinalcs dcriunri poterunl: quaraobrem praccisioui 
maximac m dc consulcremus , si ad orbitae dcterminationem trcs tantuin qualuonic 
positiones cxecrpcivinus , oninnque rcliqnas omnino ncgligcrcnius. Quiti pou'us in 
tali casu, si ►unim.mi pr.ieciiioncm a->5cqui propositum est, opernm dabiinus, Tt 
positioner exquisilus quam pliirimas congcramns, atquc in vsum voccmus. Tunes 
itaquc adeiutit data plum, quam ad inrognitanim delcrminntionem roquiruntur: 
sed omnia istu dala crroribus vtut exignis obnoxia erunt, ila vt generaliter impos- 
sible sit, omnibus ex asse satisfacere. Jam quum nulla odsit ratio, cur ex Iiisce 
dab's sex liaec vel ilia tainquam absolute exaeta consideremus , »ed potius, secun- 
dum probabilitatis principia, in cunctis promiscue errores mniorcs vel minorts ac- 
que po»sibiles supponere oportcat; porro quum generaJiter loquendo errores leuio- 
r?s saepius counnittantur quam grauiores; manifestum est, orbitam talem, quae 
dum sex dalis ad auiussim satisfacit a reliquis pins minusue deuiat, principiis cal- 
culi probabilitatis minus consentaneam censendam esse, quam aliam , quae dum ab 
iUis quoquc sex dalis aliquantulum discrepat, coiuensuin tanlo meliorem cum reli- 
quis pracstaL Inucsligatio orbitae, sensu stricto maximarn probabilitatcm prae sc 
fercnlis a cognitione k-gis pendebit, secundum quam errorum crescenlium proba- 
bilitas decrescit: ilia vcro a tot considerationibus vagis vel dubiis — pbysiologicis 
quoqtie — pendct, quae calculo subiici nequonnt, vt buiusmodi legem >ix ac ne 
vix quidem in vllo astronomiac praclicae casu rite assignare Iiceat. Nihiloniinus 
indagutio nexus inter banc legem orbitamquo maxime probabilcm, quam sumraa 
iam gcneraliUte suscipicmus, ncutiquara pro speculatione sterili babenda erit 

175. 

Ad hunc finem a problem ate nostra special! ad disquisitionem gencralisstmam 
in omni calculi ad pbilosophiam naturalcm applicatione foccundissimam ascendemus. 
Sint y , y ', y* etc. funcUoncs incognitarum p, q, r, s etc., (i multitudo illarum 
functionum, v multitudo incognharura , supponamusque , per obseruationes iinrae-- 
diatas valores functionum ita inuentos esse f =M, y'=M', y* = M' etc. Gene- 
raliter itaque loquendo euolutio valorum incoguitaruin consutuet problenia indcter- 
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minatnm, determinatum , vol plus quam determinatum, prout fuern>0, fi—f, 
yd n>v*). Hie do vllimo lantum cam scrmo erit, in quo manifesto exacU 
cuueurum obseruationum rcpraesentatio tunc tantum possibilis foret, vbi illae omnes 
ab crroribus absolute immunos csscnt Quod quum in rerum natura locum non 
habeat, omne systema valorum iucognirarum p, q, r, t etc. pro possibili haben- 
dum erit, cx quo valores functionum V — M, V — M' , V — M" etc. oriuntur, 
limilibus errorum, qui in istis obseruationibus committi potuerunt, non maiorea: 
quod tamcn neutiquam ita inlclligendum eat, ac si singula haec systemata possibiha 
acquali probabilitatis gradu gaudcrcut. 

Supponemus primo, cum rerum statum fuisse |in omnibus obseruationibus, 
vt nulla ralio adsit, cur aliam aba minus exactam esse suspicomur, siue vt erro- 
rcs aeque magnos in singulis pro aeque probabilibus habere oportcat Probabilitas 
itaquo cuilibel errori A tribuenda exprimetur per functionem ipsius A, quam per 
<p A denotabiraus. Iam etiamsi banc functionem praccise assignare non liccat, sal- 
tern affirmaro possumus, eius valorem fieri deberc maxunum pro A = o, plcrum- 
que aequaltm esse pro valoribus aequalibus oppositis ipsius A, denique cuancscere, 
si pro A accipiatur error maximus vel maior valor. Proprie itaquc o>A ad fun- 
ctionum disoontinuarum genus referre oportct, et si quam functionem analyticam 
isu'us loco substituere ad vsus practicos nobis permittunus, haec ita comparata esse 
debebit, vt vtrimque aA = o asymptotice quasi ad o conuergat, ita vt \ltraLslum 
limitem taniquam vcre euanescens considerari possit. Porro probabilitas, errorem 
iacere inter liiniles A et A + d A diflbrt-ntia infinite parua dA ab inuiccm distan- 
tes, exprimenda erit per o»A.dA; proin gcneraliter probabilitas, errorem iacere 
inter D et & , exhibebitur per integralo ftp A . d A , a A = D vsque ad A = 2>' 
extensum. Hoc integrate a valore maximo ncgatiuo ipsius A vsque ad valorem 
maximum positiuum , slue generalius a A = — CO vsque ad A = + 00 sum turn, ne- 
cessario fieri debet = t. 

Supponendo igitur, systema aliquod dctcrmlnatnm valorum qnantitatum p, 
q t r, a etc. locum habere, probabilitas, pro V ex obscruatione proditurum esse 
valorem AT, exprimetur per <p(M — V ), substilulis in V pro p, q, r, « etc. valo- 

•) Si in euu tertio funelionc* V, f, V, etc. its comjuratac caacnt , vl/t <-f 1 — » cat ipu'a vcl plu- 
res tatnquarB functiqocs reliquarum apectare liccret, problems rcspoetn baruin functionum rtiauinum 
plas quam dctrrminatunj foret, reapecru qn«jiliUtum/>, y, r, «e<c. aatrm indctcrmiualum : hsrum 
scilicet valores no Uinc quidem dctertniaare liccrrt, quando valom Umctionajn V, f" He. 
absolute exacti daU cueot: sed banc casual ■ disquiaiuonc nostra excludcion*. 

»7 
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ribus suis; pcrinde q> (.V — F') t <p(JH m — V) etc. expriment probabiUtates , ex 
obserualionibus resultaniros esse futictiomim f", V" etc. vnlorcs M' , M' etc. 
Quamobr'em quandoquidem omnes observation es tauiquam euentus ab inuicem inde- 
pendcntes spcctare licet, productum 

cxprimet exspcctationem seu probabibtatem , omnes istos yalores siraul ex obserua- 
tionibus prodituros esse. 

176. 

lam perindr, vt posili> valoribus incognitarum dctcrniinatis quibusrtinque, 
minis systcmati valurum functionum F, V' , V" etc. ante obscruationcm factam 
probabilitas determinate compctit, ita \ice versa, postquam ex obserualionibus va- 
Jores detcrminati functionum prodicrunt, ad singula systemata valorum incogni- 
taruiu, e quibus illi demanarc potucrunt, probabilitas determinate rcdundabit ; ma- 
nifesto cnim systemata ea pro magis probabilibus babenda crnnt, in quibus eucn- 
tus eius qui prodiit exspectatio major aJRicraL Huiusce probabilitatis atstimatio se- 
quent! theoremati innititur: 

Si posita hypothesi aliqua H probabilitas alkuius euentus detcrminati E 
est = b , posita autem hypothesi alia II' Main exvludente et per se at que proba- 
tili eiitsdem euentus probabilitas e*t = h': turn dico, quando euentus E retiera 
apparuerit , probabilitatem, quod H fucrit vera hypothesis , fore ad probabilita- 
tem, quod II' fuerit hypothesis vera , vt h ad h'. 

Ad quod demonstrandum supponamus, per dislinctionem omnium circiun- 
stantiarum, a quibus pendet, mun U aut H' aut alia hypothesis locum habeat, 
vtium euentus E an alius emergcre debeat, formari systcma quoddnm easuum di- 
ucrsoruui, qui singuli per se (Le. quamdiu incertum est, vtrum eueutus E an alius 
proditurus sit) tamquam aequo probabilcs considerandi sint , ho mjuC" cits us ita distribuij 
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— , h'= m . + u , ; porro ante euentum cognitum probabili- 



m + n 



tas hypothesis II erat = ■ : — r~. — t~ — r- — j — , post euentum coenitum autem, 

J r w» +• /» + w -f /* + wi + n * r ° . ' 

vbi casus n, ri, ri e possibilium numero abeunt, eiusdem hypothesis probabilitas 

m 

erit = m ^ in > ^ m . ; perinde hypothesis H' probabilitas ante et post euentum 

m + ri m . 

resp. exprimetur per—— ; — — ,— — —. — .— ct 7 — >— — — : quomam itaquo 

hypothesibus // et II' ante euentum cognitum eadem probabilitas supponitur, crit 
m+ri =zm' + ri, vnde theorcmatis Veritas sponte collrgitur. 

Iam quatenus supponiraus , praeter obseruationes V —M, V'=M\ V" — M~ 
etc. nulla alia data ad incognitarum determinationem adesse; adeoquo omnia syste— 
mata valorum harum incoguitarum ante illas obseruationes aeque probabilia fuUse, 
manifesto probabilitas cuiusuis systematis determinati post illas obseruationes ipsi Jl 
proportionolis crit. Hoc ita intelligcndum est, probabilitatcm , quod valores inco- 
gnitarum resp. iaccant inter limites infinite vk-inos p et p + d/>, q et q + dq, r ct r 
+ dr, a et « + ds etc., eiprimi per iJldpdqdrds etc. Tbi erit quantitas constans 

* P> ?> r i * C ' C- independens. Et quidem manifesto crit . valor integralis or— 
dinis v" f Jblpdqdrds...... singulis variabilibus p } q y r, < etc. a valore — 00 vs- 

que ad valorem + 00 



Hinc iam sponte sequitur, systema maxime probabile valorum qnantitalum 

p, q, r, * etc. id fore, in quo SI valorem maximum obtineat, adcoquc ex v ec- 

. _ dJl cl/2 dJl dJl 

quauonibus - ~ = o, ■■ . = o, ^ — o, ^ • = o etc. cruendum esse. Hae 

aequationes , statuendo V — M — v, V — M ' — v , V* — M " —v' etc. , atquc 

y^TdA = 9^> formam scqaontem nanciscuntur: 

dv , dv , , du , , 
~df 9 " + -df 9 v + * v + •** =° 

d«» dv , , dv t . 

9 " + ~aT 9 v +"j,r 9 v + etc - =0 



dq 9 y T d ? ' 



aia Li br. II. Sect. IIL 

cU> > dv , , df" . 

d»» , di/ , , dt>* , „ 

— f v + — ? v + ~aT<p v + etc - =° 

Hinc itaque per eliminationem problematis solntio plene determinate deri- 
uari potent, quamprimmn functiouis tp indoles innotuit. Quae cjuoniam a priori 
definiri nequit, rem eb altera parte aggrcdieutes inquiremus, cninam fnnctioni, te- 
cite quasi pro baai acceptae, propric innixum sit principiuin triuium, cuius prae— 
stantia gcneraUtcr ngnoscitur. Axiomatis scilicet loco Itabcri solet hypothesis, si 
quae qiianlitas per plurcs obscruationcs immedintns , sub aeqnaliluis rirrtitnstnntiis 
aequali(|ue cura institutes, deterininata fucrit, medium aritlimolkum inter omnes 
valores obseruatos exhibere valorem inaxime probabilem, si non absoluto rigore, 
teroen proximo saltern, ite vt semper tutissinium sit illi inbaerere. Statuendo ita- 
quo F = y' = etc. = p, gcneroliter esse dtbebit y>' ( M— P ) + v \M'—p) + 

<p'(M'—p)+ etc. =o, si pro p subsbluitur valor (M + M' + M' + etc.), 

quemcunqne integrum positiuum expriraat ft, Supponendo itnquc jM' = .V — etc 
= M — /j.N y crit gcneralitcr, i. e pro qttouis valore intcgro positiuo ipsius fi r 
q> (u — \)N = (i — (*)?'{. — A"), vnde facile colligilur, generality esse debcre 

qaantitatem constantcm , quam per I designabimus. Hinc fit log <p A s= 



UAA + Const., siue designando basin logaritlunonun hyperboliconun per<>, suppo- 
nendoquc Const. = log x, 

A<jp — xe 

Porro facile pcrspicititr, I nccessario negatiaam esse debere, quo Jl renera fieri 
possit maximum, quamobretn statucmus it = — M; ct quum per thc-orima clo- 
gans prirao ob ill. Laplace inucntum, integrale /*— "^dA, a A = — 00 vsque 

w\ A = + oc, fiat = — ^ — , (denotando per ft (emicircumferenliom circuli cuius 
radius i), functio nostra Get 

178. 

FancU'o modo erute omni quidem rigoro crrorum probabiltate* exprimero 
certo non potest: quum cuim crrorcs possibiles semper limitibus certis 
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errorum maiorum probabilitas semper eiiadere deberet = o, dum formula nostra 
semper valorem finiium exhibcL AUamen hie defectus, quo omnia functio analy- 
tica natura sua laborore debet, ad omncs vbus practicos nullius momenti est , quum 
Talor functionis nostrae tarn rapide decrescat, quamprimum AA valorem conside- 
rabilem acquisiuit, vt tuto ipsi o aequiualens censeri possit. Praeterea ipso* erro- 
rum linn tea absoluto rigorc assignore^ rei uatura ntunquam permiltct. 

Cctcrum con stuns /* tamquam mensura praecisionis obseruationum conside— 
rari polerit Si cnitn probabilitas erroris A in aliquo obseruationftm eystcmatc per 

h UAA 

* > ' n «l»o vero systemate obscruationum magis miuusue cxactarum per 
h' — h'h'a* 

* exprimi concipitur, exspectatio, in obseruatione aliqua o syste- 
mate priori errorem inter limites — 3 ct + 8 conlineri, exprimetur per integralo 
f ^ a e~~ dA « A = — S vsque ad A = + S sumtum , ct perinde exspectatio, 
errorem alicuius obscruationis e systemate posteriori lijnites — $ ct + S" non egrc- 
di, exprimetur per integral e J~^~ c d A a A =— $ vsque ad A = + d r 

externum: ambo autcm integralia manifesto acqualia Cunt, quoties babetur hi=h'S. 
QuotUi igitur e. g. A' = a/t, aeque facile in systemate priori error duplex committi 
polerit, ac simplex in posteriori, in quo casu obscruationibus postcrioribua secun- 
dum vulgarcm loquendi morein praecisio duplex tribuitur. 

'79- 

fam ca quae ex bar lege seqtmntur euolucmus. Spontc patct, tt produ- 

ctumJ2=/< * bat maximum, aggregntum tw+i>* , +v«' 

+ etc. minimum fieri debere. Sy sterna itaque maxime probubUe vulorutn incogni~ 
tarum p, q, r, s etc. /'t/ mV, i« quo quadruta different tar um inter j'unctivnum 
V , V , V" etc. valore* obseruatos et computatot summam nuniinam efficient, si- 
quidem in omnibus obscruationibus idem praecisionis gradus praesumendus est. 

Hocce prinripium , quod in omnibus appbeatiouibus matliesis ad pbitosopbiaui 
nataralem vsiun freqnentissimum offert, vbiijue axiomalis loco eodem iure valcre 
debet, quo medium arithmeticum inter plures vnlorca obseruatoa ciusdem quanfita- 
tis tamquam valor maxime probabilis adoptatuf. 
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Ad obscruationrj praecisioim inaequalis principium nullo Jam ncgotio ex- 
tendi potest. Scilicet si ineusura praecisionis ob&eruationum , per quas inuenlum 
e*t V — M, V = 31', y" = 3V etc. resp. per A, It, A" etc. cxprimilur, L c. u 
•iippoaitur, errores hi* quantitalibus reeiproce proportionates in istis obseruationi- 
bus aeque facile comwitti potuisse, manifesto hoc idem erit, ac si per obserualiones 
praecisionis uequabs ( cuius mensura = 1 ) valores functionum hf, KV\ KF" etc. 
immediate inucnli essent = h3I, h'M' , h'M" cjr. : quamobrem systema maxime pro- 
babilc valonim pro quantitatibus p, q, r, a etc. id erit, vbi aggregatum AAw + 
h'h'v'v + h'h'vv + etc. i. e. vbi suininu quadratorurn differ entiarum inter valore* 
reuern obseruatos et computato* per numeros qui praecisionis gradum metiuntur 
mulliplicataritm fit minimum. Hoc pacto ne necessarium quidem est, vt fundi o- 
nes V, V , y v etc. ad quontitates homogeneas referantur, sed heterogeneaa quo- 
que (e. g. m inula sccunda arcuum et tcmporis) rcpraescntare poterunt , si modo 
rationem erroruni, qui in singulis aeque facile committi potucrunt, aestimore licet 

180. 

Principium in art pracc. exposilum co quoque nomine se commendat, quod 
determinatio incognitarum nam erica ad algorithmum expeditissimum reducitur, quo- 
ties functiones V , y', f " etc. lineares sunt Supponamus ease 

y — ]il — v = — m + ap + bq + cr+ds + etc. 

y ' — 31' = v' — — ^+ a'p + b'q + cr + <ts + etc. 

y — M * = v = — m' + a'p + b'q + c'r + <fs + e tc 
etc. , statuamosque 

av + a'v + aV + etc. = P 

bv + b'v' + b'v +etc. = Q 

cf + cV+cV+ etc. = R 

aV + dV + dV+etc. =5 
etc. Tunc v aequationes art 177, e qtu'bus incognitarum valorc* dctcrminare o-; 
portct, manifesto hae erunt: 

P = o, Q = o, R = o, 8= o etc, 
siquidem obseruationes aeque bonas supponimns, ad qnem casum rcliquos reducer* 
in art praec. docuimus. Adsunt ha que totidem aequationes lineares , qnot incogni- 
tae determinandae sunt , vnde harum valorcs per eliminationem vulgarem elicientur. 

Videamus nunc, vtrum haec eliminntio semper possibilis sit, an Ymquam 
solutio indctcrminata vel adeo impossibilis euadere possit Ex oliminationis theoria 
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constat, casiim secundum vel tertium tunc locum habiturum esse, quando ex ae- 
quationibus P=o, Q=o, Jt = o t S = o etc., omissa vna, acquatio conflari pot- 
est vel iilciitica cum omissa vel eidem repugnans, siue quod eodem rcdit, quando 
assignarc licet functionem bneareut aP + fiQ + y/f + SS + etc. , quae fit idenlice vel 
= o vel saltern ab omnibus incognitis p, q, r, s etc. libera. Supponamus itaque 
fieri aP + j3Q + y/l + SS+ etc = x. Sponte habetur aequatio idedtica 

(„ + ,„) v + (»' + ni) v + (v + /«") t>" + etc. = pP + qQ + r R + sS + etc. 
Quodsi itaque per subslltutiones p = ax, q = jjx, r = yx, s = Sx etc. functiones v, 
+' , v" etc. resp. in — m + Ax, — m'+Xx, m" + Xx etc. transirc supponiinus, ma- 
nifesto aderit aequatio identic* 

(U + XX + XX + etc.) xx — ( Xm + Xm + Xm etc. ) x — y.t 
i. e. erit XX + XX + XX + etc. =o, x + >!/// + Xm + Xm' + etc. =o: hinc vcro ne- 
ccssario esse debebit j? = o , X=o, X — o etc. atquc x = o. Hinc patet, functio- 
nes o nines V , J"", /'* etc. ita comparatas esse, vt valores ipsaruni non mutcnlur, 
si quantitatcs p, q, r, s etc. capiant incrcmenta vel decrementa qiiaccunque nurac- 
ris a, (J, y, 3 etc proportionalia : buiusmodi autcm casus, in quibus manifesto 
dctcrminutio incognitarum ne tunc quidem possibilis esset, si ipsi veri valores fun- 
ctionum A', k'\ V etc. darcntur, hue non pertinere iam supra monuimus. 

Ccterum ad casuin hie considcratum omnes rcliquos, vbi functiones f, V\ 
P" etc. non sunt lincarcs, futile rcducere possumus. Scilicet designantibus %, 
q, 9 etc. valores approximates incognitarum p, q, r, s etc. (quos facile elicicmus, 
si ex ft acquationibus f =M, V — M\ V'-=M' elc. priino v tunliun in vsum 
vocamns), introduccmus incognitarum loco aHas p', q', r , t etc., slalucwlo p=.r+p', 
»j=jf+q', r=p + r', * = <r + a' etc.: manifesto haruin nouarum incognitarum valo- 
res tarn parui erunt, vt q adrata productnquc ncgligere liceat, quo pacto aequa- 
tiones sponte euadent lineares. Quodsi dein calculo absoluto contra exspectationem 
valores incognitarum p\ q', r, « elc. taiili emcrgerent, vt paruni tntnm vidcatur, 
quad rata productaque m-gl'-xissc , ciusdem opera tionis repetitio (acccptis loco ipsa- 
nim jt, % > <>» a etc> valoribus correclis ipsarum p, q, r, *ctc.) remedium prom- 
tum afleret 

181. 

Quolies itaque vnica tan turn incognita p adest, ad cuius dctcrininniioneni 
valores funetioiium up+n, a'p + n, a'p+n" etc. resp. inuenti sunt s= M , 31', M' 
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etc. ct quidem per obscrualioucs acque cxactas, valor maximo probabilis ipsius p 
crit 

am + a'm + a"/«' + etc. 



<w + a'u + <i'a + etc. 
w, ««', /«" etc. resp. pro M — n, fll' — ri , fll' — n" etc 
lam vt gradus praecisionis in hoc voJore pracsumendae aestimctur, suppo- 

ncmu5, probabilitatem crroris A in obscruationibns cxprimi F^'"""' Hino 
probabilitas , quod valorem venun ip&ius p esse s=A+p', proportionalis crit j 

si pro p subslituilur A+p'. Exponent huius functionis reduci potest ad 
— hh(aa + a'a' +«V+ etc.) (pp — 2pA+£), ybi B a p independens est: proinfun- 
ctiu ipsa proportionalis erit liuic 

— AA (,,« + «'«'+ aT a" + etc.) p'/ 

Patet itaque , valori A eundem praecisionis gradum tribuendum esse , ac «i inuentua 
essetper obscruationem immediatam, cuius praccisio ad praecisionem obscrualiomun 
primitiuarum csset Tt h ^\aa + a a + a' a" + etc) ad h, siuc vt tf(aa + a'u'+ a V etc) 
ad I. 

»*». 

Disquisitioni de gradu praecisionis incognitartun valoribus tribuendo, quo- 
ties plurcs adsunt, pracmittcrc oportebit considerationem accuratiorem functionis 
w+fV+vV+ctc, quam per IF denpiabinuis. 

I. Statuamus \ —P — i + + y + & + etc, atque /P" — 

, , . „ . d/T' d^T an' do' . . 
— IF , patetquc fieri p=P, et, quum sit ^ = ~dp „ 'ty^ 0 ' ~ 

ncm /f" a n liberam fore Coefficiens a = aa + aa'+a"a" + etc. manifesto 
erit quautitas positiua, 

JBT' 

II. Perinde etatuemtu I = / =X + pTa + /r + 8, + etc, 

«V . , , d/F p' dp' „ fi , MF' 
fF - -j- = IT , entque J=i--^ a'df~®~a P ' ^~df = °> 

vnde patet, fuiiclionem fF' tarn a p turn a 7 liberam fore. Hare locum non ha- 
berent, si fieri posset (?—o. Sed patet, fF' oriri ex vK + vV+vV + etc, eliini- 
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Data quantiUte p ex v, *»', v* etc adiuraento aequationis p'=o; liinc erit sum- 
ma coe'fficientium ipsius in w, vV, fV etc. post illani eliminationom , hi Tcro 
■inguli coefficientes ipsi sunt quadrate, ncque omnes simul euanesccrc possunt. nisi 

debcre quantitateui positiuam. 

dfF" r'r' 
HI. Stetucndo denuo j£ — = r=i"+y' r + 3's + etc, atque W—y 

7 7 

= JF'i erit r'—R — — // — y', atque IV* libera turn a p, turn ay, turn a r. 

Ceterum coefficientem y" necessario positiuum fieri , simili modo probatur , vt in II. 
Facile scilicet perspicitur, y" esse summam coeilicieiitium ipsius rr in vv, v'v\ vv 
etc, postquani quantitates p et q adiumcnto aequationum p'—o, o'=o ex v,v\v 
etc eliminatae sunt 



IV. Eodem modo statuendo i— ^ — = s'=f+J~s+etc. , JV^LV" 

$ 3' y 

s'=S— -p'—p f—yr', TV" »p, q, r, s libera, atque 3' 



V. Hoc modo, si praeter p, q, r, * adliuc ajiae incognita* adsunl, vl«a- 
rius progrcdi licebit, ita vt tandem ha be at ur 

W — ~p'p' + ~jfq'q' + — »rV+-y-*V+ etc. + Const 

Tbi omnes coefficicntcs a, 0", /, 3" etc. erunt quantitates positiuae. 

VI. lam probability alicuius systeraatis valorum detenniuatorum pro quan- 
titatibus p, q, r, $ etc. proportionalis est functioni quamobrrm, manentc 
valore quantitatis p indeterminate, probabilitas systematis valorum dcterminatorum 
pro rrliquis, proportionalis erit integrali fe—^* dp a p~-00 vsqucadi> = + a ex- 

teuso, quod per theorems ill Laplace fit =A"'a /r 1 e~ M \y-^9''+-^r r ' r '+^r'' , '+ tt ' : ^- 
haecce itaque probabilitas proportionalis erit functioni Perindc si insuper? 

lamquam indeterminate tractatur, probabilitas systematis valorum delcrminatorum 
pro r, t etc. proportionalis erit integrali Je—^^dq a q= — 00 vsque ad 17=+ 00 

extenso, quod fit = A"'^' 1 (7=- ,V +T»-«V+ •».); siue proportionalis fun- 

ctioni e— hhl * r . Prorsus simUi modo, si etiam r tamquam indeterminate coiisidc- 
rotur, probabilitas valorum dvlerminatorum pro reliquis s etc. proportionalis erit 
functioni <?— AW" ct sic porro. Supponamus, incognilarum 

28 
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asccndcre, eadem enim conclusio valebit, ci maior vel minor est Valor maxime 

f 

probabilis ipsius » hie erit = g=-, probabilitasque, Imnc a vcro differentia a 



distare, proporlionalis erit functioni e rnde concludimus, mensuram prae- 

cisionis relatjuae isti determination! tribuendae exprimi per V~y~> ««' 
ciiionis obscruutiimibus primitiws tribuendae atatuatur = l . 



i83. 

Per methodum art. praec. mensura praecisionis pro ea sola incognita com- 
mode exprimitur, cui in climinationis ncgotio vltiinus locus assignatu* est, quod 
incommodiim vt euitemus, coefficientem S" alio modo cxprimcrc conucnict Ex 
aequationibus 

P = p' 

sequilur, ipsus p, q, r, a per P, Q, /?, S ila exprimi pos*« 
p' = P 

</ = Q + 'XP 

r'=R + iB'Q + XP 

ita vt H, V, X, 6" sint qnantitalcs determinatae. Erit itaque (incognita- 
rum numcrum ad quatuor rcstringendo) 

s = A f- + -p-P+ -~ y R+^S 

llinc conclusionem aequentem deducimus. Valores maxime probabiles incognitonim 
p, q, r, 8 etc. per cluninalionem ex aequationibus P = o, Qso, R=o, Ssso etc. 
deducendi, manifesto, si aliquantispcr P, Q t R, {i etc. tamquatn imletcrminatao 
spectcntur, secundum eandera climinationis operationcm in forma lineari per P, 
Q, R, S etc. exprimentur, iu vt 
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p — L + siP + BQ + CR + DS + etc. 
q = L' + A'P + #Q + CR + D'S+ etc. 
r = L'+ B-Q+ CR + D'S+ etc. 

* = L'+ sTP+ B"Q+ CR+ etc. 

etc. 

His ito factis, ralorcs maxime probnbile* ipsarum p, q, r, » etc. manifesto crant 
rcsp. L, L', L\ V etc., meiuuraqne praocisiouis his dHerminationibus tribuendae 
rcsp. exprimetur per V^-/, >/B\ V^** etc., posit a praccisionc obseniationam 

pritnitiuarum = 1. Quae cairn tic dclerminatione incogaitae s ante demonstrauimtu 

(pro qua —tss- respondtt ipsi D"), per solam incognilarum pcrmutalionem ad omnci 
rcliquas tramfcrro liccbit. 

i84. 

Vt disquisition?* praecedentes per exemplum illustrentur, supponamus, per 
•bseruationes , in quibus praecisio aequalis praeiumrada ait, inucatum esse 
p — fl + ar = 3 
3p + Q(j — 5r= 5 
*/>+ g+4r = ai 

per quartern vero, cui praecisio dimidia Untum tribuenda est, prodiisse 

— a/> + 67 + 6r = 38 
Loco aequationis vltimae itaque banc substituemus • 

— jj+ 3q + 3r= i4 

hancque ex obseruatioae prioribu* praecisione aequali prouenisse supponemus. 
Hinc fit 

P = a 7 p+ 6q —88 

Q = 6p+i5q + r —70 

R — q + 5*r — 107 

atque hinc per climinationem 

19899/* = 4gi54 + 809 P — 3a4Q + 6R 
7377= 2617 — iaP+ 5tQ — R 

39798 r = 76a4a + ia/» — 54 Q + i473 J! 
IncogDitarum itaque valorea maxime probabiJe* ernot 

p = 9,470 

q = 3,55 1 

r = 1,916 
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atque praerisio relatiua his dctenniuationibiw tribuenda, posita praecisione 
= i, 



, »9 8 99 , - 



54 

. i3a66 
pro r ✓ 4&1 =5,2o 



i85. 

Argumentum hactemu pertractatum pluribus disquisitionibus analyticis elegan- 
tibus orcasioncm dare posset, quibus tamcn hie non immoramur, nc niiuis ab in- 
stitute nostro dislraliamur. Eadem ratione exposilionem arfificiorum , per quae cal- 
culus nuincricus ad algorithmum magis expedition reduci potest, ad aliatn o< casio- 
ncm nobis reseruare debemus. Vuieam obseruatronem hie adiiecrc liceat. Quoties 
multitudo functionuro scu aequalionum propositaruin considerabilis est, calculus ideo 
potissimum paullo molesiior euadit, quod eocflicientes per quos aequatioucs primiti- 
vae multiplieandae sunt vt P, Q, It, S etc. obtincantur, plerumque frartioncs de- 
cimates pai-um commodas inuoluunt. Si in hoc casu opcrae prclium non vidctur, 
has multiplieationes adiuniento tabularum logarithroicarum quam accuratissime per- 
ficere, in plerisque casibuf suCciel, horum multiplicatorum loco alios ad calcidum 
commodiorcs odhibere, qui ab ill is parum different Haecce licentia errores sensi- 
biles producere nequit, eo tantumniodo casu execpto, vbi mensura praeciaionis in 
determinatione incogiutarum multo minor euadit, quam praecisio obscruationum 
primitiuarum fueraL 

186. 

Ceterum principinm, quod quadrata differentiarum inter quantitates obser- 
Tafas ct computatas wmmam quam minimam producere debcant, eliam indepen- 
denter a caleulo probabilitatis sequenti modo considerari poterit 

Quoties multitudo incognitarum multitudini quanlilatum obseniatarum inde 
pendentium aequalis est , illas ila determinare licet , vt his exacte satisfiaL Quo- 
ties autcm multitudo ilia hac minor est, consensus absolute exactus oblineri nequit, 
quatenus obseruationes praecisione absolute non gaudent. In hoc itaqnc casu ope- 
ram dare oportet, Yt consensus quam optimus stabiliatur, siuo >t differentiae quan- 
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turn fieri potest extentientur. Hacc vcro notio natara sna aliquid vagi inuoIuU. 
Etiamsi eoim systema valorura pro incognitos, quod omnet differential resp. miuo- 
res reddit quam aliud, procul dubio liuic praeferendum sk, nihilominus oplio inter 
duo systemata , quorum alteram in alii* obseruationibu* consensuin raeliorcm offurt, 
alteram in aliU, arbilrio nostra quodammodo relinquitur, manifestoque innnmcra 
principia diucraa proponi possunt, per quae conditio prior implelur. Dcsignando 
differcntias inter obscruationes ct calculum per A, A\ A* etc., condition! priori non 
modo satisGet, si AA + A'A'+ A' A' + etc. fit minimum (qnod est prim ipium no- 
strum), scd etiam si A*+A'* + A"*+ etc., vel A' + A' t + A' s + etc., tc! genera- 
liter summa potcstatum exponentis cuiuscunque pari* in minimum abit. Sed ex 
omnibus bis principiis nostrum simplicissimum est, Sum in reliquis ad calculos compli— 
calis&imos deierreuiur. Cetcrum principium nostrum, quo iam indo ab anno 1795 
vsi Mimut, nupcr etiam a clar. Legcndre in opcre ftouvellea methodes pour la de- 
terniitiation des orbitea des comet es, Pari* 1806 prolatum est, vbi plurcs ab'ao 
proprieties hnius principii cxpositac sunt, qua* hie breuitatis canssa supprimimus. 

Si potestatem ex]>oncntis paris infinite magni adoplaremns , ad system* id 
reduceremar, in quo differentiae maximae fiunt quam mini mac. 

111. Laplace ad solutionem aequationum linearinm, quorum multitudo maior 
est quam multitudo quantitatum incognitoruin , principio alio rtitur, quod olim iara 
a clar. Boscovicli propositum erat , scilicet U differentiae ipsac sed omnes positiue 
Mimlae stnnmam iiuiiimain confidant. Facile ostendi potest, systema valorum in- 
eognitarum, quod ex boc solo principio erntum sit, necessorio *) tot aeqnationi— 
bus c propositaruin numero exacte satisfacere drbere, qnot sint incognitac, ita Tt 
reliquae aequationes eatenus tantum in considerationem veniant, quatenus ad optio- 
item decldeiulam confi-runt: si ilaqiio e. g. aeqnatio V '= M est ex earam numero, 
quibus non satiafit, systema valorem secundum illud principium muentorum nihil 
mutnrcrnr, ctiamsi loco ipsius M valor qnicunque alius N obscraatns essct, si raudo 
desfgnando per n valorem computattim, ilifferrntiae M — n, et N — n eodem signo 
affectae sint. Ceterum ilL Laplace principium istud per adiectionem conditionis no- 
vac quodammodo lemperat: postulat scilicet, vt summa differentiarum ipsa, signis 
non mutatis, fiat =0. Ilinc eflicitur, vt multitudo aequationum exacte reprae- 
scntatanim vnitate minor fiat quam multitudo quantitatum incognitaram , verumtamen 
qnod ante obseruauimus ctiamnum locum babebit, siquidein duac saltern incognitae 
afiuerint. 
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187. 

Reuertimur ab Ids disquisitionibus gcneralibus ad proposituui nostrum pro- 
prium , cuius cau.wa iliac susccptac fucnuit Autequam delei uiinationcm quam ex- 
actissimam orbitae cx obserualionibus pluribus, quam quot ncccjsaiio rcquirunttir, 
aggredi liccal, dctermiualio aj)proximata iain adesse debet, quae ab omnibus ob- 
serualionibus datis baud mullum discrepet. Correctiones hi* dementis approximate 
adhuc applicondae, vt consensus quam accuratissiinus eiliciatur, tamquam proble- 
matis quac*ita oonsiderabuntur. Quas quum tarn exiguas euasuras esse supponi pot- 
sit, vt quadrata produclaque ncgligcre liccat, varialiones, quas corporis coelestit 
loca geoccntrica computata indc nanciscuntur , per formulas duTcrctitiules in Sect, 
seennda Libri prinii traditas coiuputari poterunt. Loca igilur secundum tlcmcnCa 
corrccta quae quacrimus computata , exbibebuntur per functiones lincarcs correctio- 
num eIcm»nlorara, illorumque comparalio cum locis obseruatis secundum primipia 
•upra exposita ad deterininationem valorum maxime probabiliuin perducet Hae 
opcrationes tanta simplicitale gaudent, vt vlteriori illustratione opus non babeant, 
spontcquc patet . obseruationes quotcunque et quantumuis ab inuicem remotas in 
vsum voeari posse. — Eadcm inethodo ctiam ad correctioncm orbitarum paraboli- 
turum comctarum vli licet, si forte ©bseruatjoumn series longior adest, consensus- 
que quam optimus po»tulatur, 

188. 

Methodus praecedens lis pouasimum casibus adaptata est, vbi praecisio sum- 
ma desidcratur: saepissime autcm occurrunt casus, vbi sine hacsitatione paullulum 
ab ilia rcmitti potest, si hoc modo calculi prolixitatem considerabihtcr contrahere 
licet, praoserlim quando obseruationes magnum temporis intcruallum nondum in- 
cludunt; adeoque de orbitae determinalione vt sic dicam dcfiniliua nondum cogita- 
tur. In talibus casibus methodua sequens lucro nolabUi in rsum vocari potent 

• 

Eb'gantur e tota obseruationum copia duo loca completa L et L', compu* 
tenturque pro temporibus respondentibus cx dementis approximatia corporis coele- 
stis distantiae a terra. Formentur dein respecla harum distantiaruni tres hypothe- 
ses, retentis in prima valoribus computatis, mutatnque in hypotbesi secunda di- 
atantia prima, sccundaquo in hypotbesi tenia; vtraque mutatio pro ratione incerti- 
tudinis, quae in illis distantiis remanere praesumitur, ad Itibitum accipi potent 
Secundum has tres hypotheses, quo* in sdiemate sequente exhibcnius, 
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Ilj?. 11 


Hyp. HI 


Distantia *) loco primo respondcns 
Distantia loco sccundo respondens 


D 


D + S 
& 


D 

jy+S' 



rompulcntur c duobus Jocis L, V per mcthodos in Libro primo explicatas tria 
clrmcnlorum systemata , ac dcin ex his singulis loca geocentrica corporis coelcstu 
temporibus omnium reliquarum obscruationum respondentia. Sint baec (singulis 
longitudinibus et latiludinibus, vel ascensionibus rectis ct dcclinationibus seorsim de- 
notatis ) 

in systemate primo M, 31', 31" etc. 

in systemate sccundo 31 + a, 31' + a, 31' + a" etc. 

in systemate terUo 31 + ft, 31' + ft", 31" + ft" etc. 

Sint porro resp. 

loca obscruata JV, A"', A" etc. 

Iom qtiatenus niutationibus paruis dislanliarum D, D' respondent mutatio-^ 
ncs proportionales aingulomm clementorum, nec non locorum gcocentricorum ex 
his computatorum ; supponere liccbit, loca geocentrica e quarto elcmcntorum sy- 
stemate computata, quod distantiis a terra D + xS, l/+yS' superstructum sit , resp. 
fore 31+ax + fty, 31 ' + a'x + ffy , 31* + ax + ft"y etc. Hinc dcin, secundum dis- 
quisitiones praecedenk's , quantitates x, y ita detcrminabuntur, vt illae quantitates 
cum A', A', A 1 " etc. reap, quam optitne consentiant (ratione praecisionis relatiuae 
obsenmtionum habila). Systema clementorum corrcctum ipsuin vel pcrindc cx L, 
L' ct distautiis D + xS, D' + xS', vel secundum rcgula* notus e tribus elemento- 
rum systemalibus primis per simplicem intcrpolationcm dcriuari poterit 

189. 

Methodus haecce a praccedenle in eo tantum diftert, quod duobus locis 
geocentricis exactc, ac dein reliquis quam cxactissimc satisfit, dum secundum me— 
thodnm alteram obscruntio nulla reliquis praofertur, scd errores quantum fieri pot- 
est inter omnej distribuuntur. Mc-thodus art. praec. itaque priori eatenus tantum 
postponenda erit, quatenus locis L , U aliquam errorum partem recipientibus er- 
rores in locis rtliqttis nolabiliter diminuerc licet : attamcn plcrumquc per idoneam 

*) Adliuc commodiuj erit, loco diatonliartim ipurum logarithmis dirtantianun carUtarum Tti. 
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clectionem obserualionum L, L' facile cauert potest, ne hate differentia magni 
momenti cuadcrc possiL Operam scilicet dare oportebit, rt pro L y & talcs ob- 
seriiauones adoptcntur, quae non solum exquiaita praeci&ione gaudeant, scd ita 
quoque comparatae sint, vt elemctrta ex ipais distantiisque deriuala a variationibw 
paruis ipsarum positionum geocentricarum non nimia afficiantur. Panim prudenter 
itaque ageres, si obseruationes paruo tcmporis intern alio ab inuicem distnntcs eU- 
geres, talesue, quibus loci heliocentrici proxime oppositi Tel coiacidentes respoa- 
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190. 

Perlurbationes, quas phuetarum motus per actionem plonclorum reliqno- 
rum patiuntur, torn cxiguae lentapque sunt, vt post longius dcinuin lemporis in- 
tent all urn scnsibiles fiant : intra temp us breuius — vol ndeo, prout circumslantiao 
sunt, per reuolulionem integrnm vnani pluresuc — motus tarn paruin diiTeret 
a motu in eUipsi perfecta secundum leges Kepleri exactc dcscripla, vt obseruatio- 
nes deuiationeni indicarc non YaleanL Quamdiu res ita sc habct, operae baud 
pretium easct, calculuin praeinaturum perturbation urn auscipcre, sed potius sufli- 
ciet, sectionem couicam quasi osculatriccin obseruationibus adaptarc: dein vero, 
postquam planeta per tempus longius accurate obsematus eat, eflectus perturbalio- 
num tandem ita se manifesUbit, Tt non amplius possibiie ait, omncs obseruationes 
per motum pure clbipticum cxacte conciliare ; tunc itaque harmonia completa et 
stabilis parari non potent, nisi perturbationea cum motu eUiptico rile iungantur. 

Quum determiiiatio clcmcntorum ellipticorum, cum quibus perturbationea 
iuogendae sunt, vt obseruationes exactc repraesententur , illarum cognitioiu-m sup- 
ponat, vicissim vero theoria perturbationum accurate atabiliri ncqueat, nisi ele- 
menta iam proximo cognita sint: natura rei non pcrmitlit, arduum hoc ncgotium 
primo statim conatu pcrfcctiaaimc absoluerc, sed potius perturbationea et clementa 
per correcliones altcrnis ikinum vicibus pluriea repelitas ad aiimmuiii praeeisionis 
Tastigium cuehi poterunt. Prima itaque perturbationum Uieoria auperstruetur ele- 
nicnti* pure cllipticis, quae obseruationibus proximc adaptata fucrant: dein orbifa 
noua inueatigabitur , quae cum his perturbationibus iuncta obseruationibus quain 
proxime aatiafaciat. Quae si a priori considerabiliter discrepat, iteraU perturbatio- 
num etiolutio ipsi superatruenda erit, quae corfectiones alternis vicibus toties repe- 
tentur, donee obseruationes, clementa et perturbationea quam arctissime consentiant. 

191. 

Quum cuolutio theoriae perturbationum ex dementis datis ab inslitnto no- 
stro aliena sit, hie tantummodo ostendendum erit, quomodo orbita approximuta 
ita corrigi possit, vt cum perturbationibus datis iuncta obseruaiionibus sati&iaciat 
quam proxime. Siuiplicissime hoe nrgotimn absoluilur per mclhodum iis quas in 
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arlt. i65, 188 exposuimus nnalogam. Pro temporibiu omnium ohscruationum 

quibus ad hunc Cnem vti proposition est, et quae prout res fcrt esse poterunt vol 
trcs, rel quatuor vd plures, coiuputabuiitur cx aequationihus pcrturbationum ha- 
ram valores numerici , turn pro longitudinibus in orbita , turn pro radiis vectoribus, 
turn pro Jatitudinibus hcUocciilric-is: ad hunc calculum arguraenta desiunentur ex 
dementis ellipticii approximatis , quibus pcrturbationum theoria sitperslructa erat. 
Dein ex omnibus obseruationibus eligentur duae, pro quibus diatanliae a terra ex 
iisdem dementia approximatis computabuutur : hae hypothcsin primam constituent; 
hypothesis secunda ct tertia formabuntur, distantiis ilhs paullulum mutatis. In sin- 
gulis dein hypothesibus e duobus locis geocentriris dcterminabuntur positiones hc- 
liocenlrirao dislantiacque a Sole; ex illis, postquain latitudines a perlnrbationibus 
purgatae fuerint, dcducentur lougitudo nodi asccndentis, indinabo orbitae, lon- 
in orbita. In hoc calculo methodtu art 110 aliqua modifiratione opus 
t, siquidem ad variationem sccularem longitudinis nodi et inclinationis rcspi- 
cere operae pretium videtur. Scilicet designantibus (J, $f latitudines heliocentricas 
a perturbationibus periodicis purgatas; 2, X longitudines heliocentricas; ft, ft + A 
Iongitudines nodi ascendentis; 1, i + 3 inclinationcs orbiUe; aequationes in hac 
forma exhiberc conueniet: 

tang fl = tang i sin (X — ft) 

tang i 

Hie Talor ipsius ^pg^ J) * onuu " praecisione necessaria obtinetur, subslituendo 
pro * valorem approximatum : dein 1 et ft per methodos Tulgares erui poterunt. 

A duabus porro longitudinibus in orbita, nec non a duobus radiis vectori- 
bus aggregala perturbationum sub tr alien tur, Tt valores pure elliptici prodeant. Hie 
vero etiam effectus, quern variation* secularcs positionis perihelii et excentricitatis in 
iongitudinem in orbiU radiumque vectorem exserunt, ct qui per formulas difleren- 
tiales Sect. I libri primi detcrminandus est , statim cum perturbationibus periodicis 
iungeudus est, siquidem obseruationcs satis ab inuicem distant, vt ilu'us rationem 
habere oporae protium videalur. Ex his longitudinibus in orbita radiisque vectori- 
bus correctis, vna cum tcmporibus respondentibus , element* reliqua determinabun- 
tur : tandemque ex his dementis positionea geocentricae pro omnibus reliquis ob- 
seruauonibus calculabuntur. Quibus cum obseruatis comparatis, eodem modo 1 
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in art. 188 cxplicauimus syslema id distanliarum eiieietur, ex quo elementa omni- 
bus reliquis obseruationibus quant optime aalisfacjtntia demanabunt. 

192. 

Methodtis in art. praec. exposita praccipue determination! primae orbitae 
perturbationes implirantis acconimodata est: qnamprimnm vero turn elementa me- 
dia elliptic* turn aequatioiics perturbutionum proxime iam sunt cognitae, deter- 
minate exactissima adiumcnlo obscruatiunum quam plurimarum commodissime per 
metiiodum art 187, abaoluetur, quae hie expliealionc pcciiliari opus non habebit. 
Quodsi hie obseruntionum pracstantisshnarum copia satis magna est, magnumque 
temporis interuallum complcetitur, hacc method us in pluribus casibus simul deter- 
ininationi exaction massarum plan eta rum perturbantium , saltern maiorum , inseruire 
potent. Scilicet, si massa cuiusdam planctao pcrturbantis in catculo perturbation 
ntun supposita nondum satis certa vidctur, introducetur, practcr sex incognitas 
a correction ibus eleinentorum pendentes, adhuc alia u, sUtuendo rntioncm ma s sac 
correctae ad massam suppositom vt l+fi ad 1; suppouere tunc licebit, perturba- 
tioncs ipsas in cadem ratione mutari, vnde manifesto in singulis positionibus cal- 
culatis terminus nouus linearis ipsam fi continens producetur, cnitis euolutio nulli 
difTicultati obnoxia erit. Comparatio positionum calculatanim cum obseruatis secun- 
dum principia supra exposita, simul cum correctionibus eiementorum etiam corre- 
etionem fi suppeditabit. Quinadeo hoc modo massae plurium planetarum exartius 
dftermiuari poterunt, qui quidem perturbationes satis considerabiles exercent Nul- 
lum dubium est, quin motus planetarum nouorum, praeseitim Palladis et Iunonis, 
qui tantas a Ioue| perturbationes patiuntur, post aliquot deeennia hoc modo deter- 
l.uuntioncm cxactiasimam massae Iouis allaturi slot : qninadro forsan ipsam luassam 
vnius alteriusuo bo rum planetarum nouorum cx pcrlurbutionibus, quas in reliquos 
exercet, aliquando cognoscere licebit. 
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